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1 始めに

家計の金融資産選択行動ならびに企業の実物投資行動を的確にモデル化することは、マクロ経済の動学

理論および企業行動の理論を構築するうえで、極めて重要な役割を担っている．周知の通り、企業の投資行

動およびマクロ的な投資理論の伝統的な静学理論では、資本の限界収益と資本のユーザー・コストとが一致

するように投資が決定されると想定されてきた．この静学的なモデルでは、企業は費用をかけずに瞬時の

うちに資本ストックが調整可能であると仮定されている．しかし、資本ストックを調整する際には調整費用

が発生するという認識が重要視されるならば、そして、収益の将来予想が現在の投資に影響を与えるとい

う想定が現実性をもたらすならば、投資行動は動学的な枠組みの中で定式化されなければならない．こう

した問題意識を受けて、投資の調整費用を明示的にモデルに導入した投資の動学理論に関する研究が進展

した．1970年代から 1980年代始めにかけて、調整費用を組み込んだ投資理論はトービンの q 概念を拡張

する方向に研究が進展した．トービンは、投資の最適な水準は資本の置換費用に対する企業の価値の比率

q の増加関数であると指摘した．これが平均 q である．その後の林 (1982)などの研究で、ある条件の下で

は、平均 q が限界 q に一致することが証明された．この段階での研究では、将来収益の不確実性をモデル

に取り込むという問題意識は背後に放置されてきた.1

収益の将来実現値を正確に予想することは難しく、企業行動を取り巻く将来環境の予想には不確実性や

リスクが伴う．企業の投資行動に伴う不確実性問題を重要視するならば、将来の経済環境は確率過程として

定式化される必要がある。1980年代以降、不確実性を確率過程として定式化して、企業の投資行動を確率

動学的なモデルに基づいて分析する研究が進展してきた．80年代の代表的な研究は Pindyck(1982)および

Abel(1983, 85)などであり、Abel and Eberly(1994, 96, 99)は Abelの定式化をさらに精緻化し、より一般

的なモデルを用いて企業の投資行動を分析している．

他方で、Arrow(1968年)の指摘以降、モデル分析上で、企業の投資行動における投資の不可逆性の問題

が重要視されつつあった．投資の不可逆性が投資行動にいかなる効果を与えるかという論点が研究対象に

なった．投資の不可逆性とは、企業がある投資を実行した後、その投資を取り消して、投資がなかった状態

に戻すことはできないことをいう．いったん据え付けられた資本設備は企業固有のものであり、あるいは産

業固有のものであり、他の産業等に転用することは困難である．投資が不可逆的であるとは、建設した資本

設備を中古市場で売却できない場合に相当する．中古市場で安く売却できる場合には、部分的不可逆性と

いわれている．1990年代には、この不可逆性が企業の投資行動にどのような効果を与えるかを巡って多く

の議論がなされた．Bernanke(1983)、Bertola and Caballero(1994)および Abel and Eberly(1996)などが

代表的な研究成果である．

投資が不可逆的であるとき、あるいは、部分的に不可逆的なとき、投資の実行を遅延することの方が望ま

しい場合が起こりうる．いつの時点で投資を実行するかという問題は企業にとって本質的な意思決定問題

となる．いつの時点で投資を実行するかという問題の立て方は、金融資産市場の研究で分析されているオ

プションの価格付け問題と本質的には同一の問題である．投資を将来に延期することは、コール・オプショ

ンを購入することと同じことである．資本財を将来売却することはプット・オプションを保有することに等

しい．投資が不可逆的であるならば、プット・オプションの価値はゼロとなり、将来に投資を拡大できない

ならばコール・オプションの価値はゼロとなる．実物資本への投資行動は、金融資産のオプション取引に

アナロジーして、リアル・オプションの問題として定式化されるようになった．投資行動に関するリアル・

オプションの初期の研究は Brennan and Schwartz(1985)、McDonald and Siegel(1985, 86)が代表的であ

1金融経済学の領域では、Merton(1969,71) の研究に見られるとおり、不確実性を確率過程モデルで定式化してモデル分析を行な
う方法論は 1960年代末から急速に進展していた．その一方で、マクロ経済学での研究では、経済環境の不確実性を連続時間確率過程
として明示的に定式化して、動学分析を行なう理論的な展開は遅れていた．不確実性をモデルに導入して投資理論を展開した研究の
代表例として、Lucas and Prescott(1971) および Hartman(1972) をあげることができる．
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り、Pindyck(1991)で文献のサーベイがなされている．リアル・オプションアプローチの統一的な定式化は

Dixit and Pindyck(1994)にまとめられている.2

このように投資理論の動学モデルは、1970年代以降現在まで、数学的にも精緻化され、分析枠組みも変

貌を遂げつつ進展してきた．本稿では、投資理論の現段階での到達点を統一的なモデルに基づいて説明す

ることを試みる．統一的な動学モデルでは、数学的な手法としては、連続時間の確率過程モデルを前提とし

て、将来の経済環境の変化を拡散過程の確率微分方程式によって定式化する手法を用いる．第 2節で、実

物資本への投資行動を確率動学モデルを用いて説明する．企業の投資行動は、投資が生み出す将来利潤の

現在価値を最大化するように決定されると想定し、経済環境の変動を確率微分方程式によって定式化する．

第 3節で、投資が不可逆的であるとき、投資の最適タイミング問題を取り上げる．投資タイミングの決定

行動をリアル・オプション問題として定式化する．第 4節で金融資産市場での投資行動を取り上げる．資

産価格が幾何ブラウン運動に従うことを前提として、金融資産の運用・投資問題を確率動学モデルとして定

式化する．このモデルは Black-Scholes-Mertonモデルと呼ばれているものである．Black-Scholes-Merton

モデルの枠組み内で、金融資産市場における投資理論の諸問題をどこまで解決できたのかについて、論点

を整理し、その成果を展望する.3 なお、Appendixで、確率的最適制御問題の解法に熟知していない読者

のために、伊藤の公式および動的計画法の解法に必要なハミルトン-ヤコビの方程式 (ベルマン方程式)の導

出方法を簡単に説明している．

2 企業の実物資本への投資行動

企業が将来利潤を獲得することを目指して投資を行なうとき、将来利益に影響する経済的環境に関する

不確実性あるいはリスクに直面する．将来の不確実性が増加すると予想されるとき、企業の投資水準はど

のような影響を受けるのかという疑問に答える必要がある．企業がリスク回避的であるならば、不確実性

の増大は投資水準を引き下げる方向に作用するだろうと容易に理解できる．しかし、企業がリスク中立的

であるとき、不確実性の増大は投資水準を引き下げるのだろうか．この問題を解明するために、企業の投資

行動の最適化確率モデルが定式化されてきた.4 これらの研究によれば、企業がリスク中立的であるとき、

市場が完全競争市場であれば、不確実性の増大は企業の投資水準を上昇させる．市場が不完全競争市場で

あるときには、不確実性の増大は企業の投資水準を引き下げる可能性がある．この結論は、投資行動が不可

逆的であっても、投資の総費用関数が非対称的であっても、成立する．また、投資がゼロであるとき、投資

の総費用関数がゼロではなく、正の値をとるならば、投資行動が Ssタイプのトリガー政策となることが分

かる．ここで、投資行動のモデルを定式化して、この結論を導出することにする．

資本と可変的な生産要素 (例えば、労働など)を用いて保存不可な生産物を生産する企業を考える．各時

点で企業は可変的な生産要素の投入量を調整して、収入マイナス可変的費用から計算される営業利潤を最

大化する．時刻 tでの営業利潤を π(K(t), X(t))とする．K(t)は時刻 tでの資本の大きさ、X(t)は生産性

へのショック、あるいは可変的要素の価格の変動分、または生産物に対する需要のショックなどのような確

率変動を表現する変数である．ここで、πK > 0, πKK < 0, πX > 0と仮定する．確率変数 X は以下の

確率微分方程式に従う．

dX(t) = µ(X(t))dt+ σ(X(t))dw

2トービンの q とオプションの価値との間の関係については、Abel, et al.(1996) や Eberly(2007) を参照のこと．
3本稿では、条件付請求権に対する複製ポートフォリオ作成方法に基づく、オプションの価値を支配する偏微分方程式 (Black-

Scholes-Merton 方程式) を導出する手法については触れない．なお、Sundaresan(2000) は、2000 年時点で、ファイナンス理論に
おける Black-Scholes-Merton モデルに基づく研究成果のサーベイを行なっている．

4Andrew B. Abel(1983, 85),Andrew B. Abel and Janice C. Eberly(1994, 99),Caballero(1991), Pindyck(1982, 93) などを
参照してください．
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ここで、wは標準ブラウン運動である．粗投資を I とすると、資本ストックは

dK(t) = (I(t)− δK(t))dt

で蓄積する．ただし、δは減価償却率で、一定であるとする．企業が新しい投資を行なうとき、投資の調整

費用が発生する．この調整費用は３つの要因に起因する．第１に、資本財の直接的な購入費用あるいは売却

費用が必要となる．第２に、資本設備を拡大あるいは縮小することに関わる調整費用が発生する．第３に、

投資がなされないときにも、設備を維持するためのメインテナンス費用が必要である．これらの総費用、投

資の総費用関数を c(I,K)で表現する．投資の総費用関数 c(I,K)は、I に関して厳密に凸であると仮定す

る．関数の非対称性を許すので、I = 0で連続であるが、屈折している場合もある．右側微分値は左側微分

値よりも大きいとする．つまり、

lim
h→0

cI(0 + h,K) ≥ lim
h→0

cI(0− h,K), h > 0

と仮定する．企業はリスク中立的で、営業利潤 π(K,X)マイナス投資の総費用 c(I,K)を最大化する．よっ

て、企業の価値 V は

V (K(s),X(s)) = max
I
Es[

Z ∞
0

{π(K(t+ s), X(t+ s))− c(I(t+ s),K(t+ s))}eρtdt] (1)

ここで、Es は時刻 sにおける情報の下での条件付期待値を表現し、ρ > 0は割引率である．動的計画法の

基本方程式 (18)を適用すると、

ρV (K,X) = max
I
{π(K,X)− c(I,K) + 1

dt
EsdV } (2)

が得られる．左辺は企業に要求される収益率であり、右辺は最大化された収益率である．最大化された収益

率は営業利潤マイナス投資の総費用＝準利益と企業価値のキャピタルゲイン (1/dt)EdV からなる．伊藤の

公式を適用すると、ハミルトン-ヤコビの方程式

Vs +max
I
[ (s)V + π(K,X)− c(I,K)] = ρV (K,X)

が成立する．Vs = 0だから、

max[π(K,X)− c(I,K) + (I − δK)VK + µ(X)VX + 1
2
(σ(X)2VXX ] = ρV (K,X) (3)

となる．fx は変数 xによる f の偏微分、fxxは変数 xによる f の 2階偏微分を表す．資本の限界価値 qは

企業の価値 V を資本で偏微分した大きさに等しいので、q = VK とおける．最適な投資額 I
∗ は

(I − δK)q − c(I,K)

を最大化する I である．明らかに、最適投資は qとK に依存する．だから、I∗ = I∗(q,K)と表現できる．
単純な 1階の条件は cI(I

∗,K) = qとなるが、投資がゼロのとき投資の総費用関数が微分可能ではない場合、
特別な注意が必要である．例えば、I = 0での右側微分係数 cI(0,K)

+ と左側微分係数 cI(0,K)
−との値が

異なり、

cI(0,K)
+ > cI(0,K)

−

となるケースを考えてみる．ただし、投資の総費用関数は厳密に凸関数であるとする．この場合、資本

の限界価値 q が cI(0,K)
+ ≥ q ≥ cI(0,K)− の範囲にあるとき、投資額はゼロとなる．それ以外のとき、
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q = cI(I
∗,K)が成立している．つまり、資本の限界価値が投資の限界費用と一致するように投資が決まる．

最適な投資を一般的に表現すると、

cI(I
∗,K) = q, q < cI(0,K)

−または q > cI(0,K)+のとき,

　 I∗ = 0, cI(0,K)
+ ≥ q ≥ cI(0,K)−のとき,

である．q > cI(0,K)
+ のときは、粗投資は正であるが、q < cI(0,K)

− のときは祖投資は負、つまり資本
設備を売却する．qが cI(0,K)

+ ≥ q ≥ cI(0,K)− の範囲に収まる場合には、投資は行なわれない．投資の
総費用関数が原点で屈折している場合、投資政策は、あきらかに、Ssタイプのトリガー戦略となる.5 ま

た、投資の総費用関数 c(I,K)は厳密に凸なので（cII > 0なので）、q > cI(0,K)
+が成立しているならば、

qが増大すれば投資水準は上昇する．投資と qは正に相関する．

　不確実性の増大が投資水準にどのような効果を与えるかを解明するためには、qの具体的な関数形を求

める必要がある．式 (3)をK で微分すると、

πK(K,X)− cK(I∗,K)− δq + qK(I∗ − δK) + µ(X)VXK + 1
2
σ(X)2VXXK = ρVK (4)

が得られる．q = VK はK と X の関数であるので、伊藤の公式から、

Et[dq] = qK(I
∗ − δK)dt+ µ(X)VXKdt+ 1

2
σ(X)2VXXKdt

という関係が導出できる．上式を式 (4)に代入すると、

Et[dq]

dt
+ πK(K,X)− cK(I∗,K) = (ρ+ δ)q (5)

が得られる．左辺の第１項はキャピタルゲイン、第２項は資本の限界収益、第３項は投資の限界費用となっ

ている．だから、左辺は資本の期待収益率であり、右辺は資本の貸与に課された粗収益率に他ならない．q

を

q(t) = Et[

Z ∞
0

{πK(K(t+ s), X(t+ s))− cK(I(t+ s),K(t+ s))}e−(ρ+δ)sds] (6)

と想定して、この表現が式 (5)を満たすことは容易に証明できる.6 つまり、(6)が式 (4)の解である．利潤

関数 π(K,X)と投資の総費用関数 c(I,K)の内容を具体的に特定化しないと、qの解析的な表現が可能とな

らない．

最初に、完全競争市場のもとでの投資行動を考察する．企業の生産関数は資本K と労働 Lの一次同次関

数 F (K,L) = K1−αLα であるとする．αは労働分配率である．確率変数 X を価格変数 pとし、単純化の
ために価格 pは以下の確率微分方程式

dp(t) = σp(t)dw

に従うと仮定する．企業の営業利潤 πは

π(K(t), p(t)) = max
L
Et[p(t)K(t)

1−αLα − zL]

と表現される．ここで、zは賃金率である．最大化の計算を実行すると、

π(K, p) = hpβK
5投資が不可逆的であるときの投資政策に対するより詳細な分析はBertola and Caballero(1994)およびAbel and Eberly(1996,99)
を参照してください．

6ファインマン-カッツの公式を適用すれば、この計算式が成立することは容易に理解できる．ファインマン-カッツの公式の詳細に
ついては、Karatzas and Shreve(1991), 366-367 を参照してください．
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となる．ただし、

h = (1− α)αα/(1−α)z−α/(1−α) > 0, β =
1

1− α > 1

である．投資の総費用関数が資本ストックに比例する簡単なケースを考える.7

c(I,K) =

(
aK + b1I + η1I

γ , I > 0の場合

aK + b2I + η2|I |γ , I < 0の場合

ただし、a > 0, b1 > b2 > 0, γ ≥ 1, η1, η2 ≥ 0である. このとき、cK = aなので、qは

q(t) = Et[

Z ∞
0

{hp(t+ s)β − a}e−(ρ+δ)sds]

で計算される．価格の変動の平均値と分散は、

Et[ln p(t+ s)] = ln p(t)− 1
2
σ2s, V art[ln p(t+ s)] =

1

2
σ2s

となることが分かる．よって、

Et[ln p(t+ s)
β ] = β{ln p(t)− 1

2
σ2s}; V art[ln p(t+ s)β ] = β2V art[ln p(t+ s)]

である。

Et[p(t+ s)
β ] = exp[Et ln p(t+ s)

β +
1

2
V art{ln p(t+ s)β}]

なので、

Et[p(t+ s)
β] = p(t)β exp[

1

2
β(β − 1)σ2s]

が成立する．従って、qの値は

q(t) =
hp(t)β

ρ+ δ − 1
2β(β − 1)σ2

− (ρ+ δ)a (7)

となる．不確実性の大きさは σの大きさで代理できるので、不確実性が上昇することは σが増加すること

を意味する．式 (7)から、明らかに、σ の増大は q の値を上昇させる．それ故、不確実性の上昇は投資水

準を増加させる方向に作用する．割引率 ρは利子率と連動しているので、利子率の上昇は qを減少させる、

従って、投資を低下させる方向に作用する．減価償却率の変化は利子率と同じ効果をもたらす．この結論

は、資本の限界収益生産物 (marginal revenue product of capital)が資本ストックの線形関数で、価格の凸

関数となっていることから導出されている．ジェンセンの公式より、価格変動の分散が増加すれば、資本の

限界収益生産物の期待値の値は上昇する．資本の限界収益生産物が価格の凸関数になるのは、生産関数が

労働と資本の一次同次関数であることと、市場が完全競争市場であることを仮定しているからである．財

市場が不完全競争市場であるケースでは、あるいは、ある種の収穫逓減が働くようなケースでは、資本の

限界収益生産物は資本ストックの凹関数となる．もし資本の限界収益生産物が価格と賃金の凹関数ならば、

不確実性の増加は投資水準を低下させる可能性をもたらす．Leahy and Whited(1996)による実証分析の結

果によれば、不確実性の増大は投資水準を減少させることが観察されている．従って、資本の限界収益生産

物が価格と賃金の凹関数になっている可能性が大きいと指摘できる.8．

7この関数形は Caballero(1991) を拡張した形をしている．aK は固定費用と理解する．
8CAPMによれば、投資に対する要求収益率は投資の不確実性に正に相関しており、投資プロジェクトのβ値が大きくなれば投資
に対する要求収益率が増大し、投資水準は低下する．Leahy and Whited(1996) の研究は CAPM が主張するような経路で投資が低
下する事実は発見できないと指摘している．また、Abel and Eberly(2002) も類似の実証分析を行なっているが、不確実性の効果に
関して、この実証結果を覆すような結論は得ていない．
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上で用いた投資の総費用関数によれば、

cI(I,K) =

(
b1 + η1γI

γ−1 = q, q > b1の場合

b2 − η2γ(−I)γ−1 = q, q < b2の場合

となっている．トービンの qの値が b2 < q < b1の範囲では、投資はゼロとなっている．明らかに、企業の

投資政策が Ssタイプの政策となるので、投資水準はトービンの qの変化に必ずしも一対一に反応して変化

しない．Caballero and Leahy(1996)が指摘したように、投資に固定費用が必要とされる理論モデルでは、

投資が限界 qの単調増加関数とはならない．このように、投資が (部分的に)非可逆的であるとき企業の投

資政策は非線形の Ssタイプのトリガー戦略となる．この理論モデルの予測は現実の企業行動のデータとも

整合的であり、根拠付けられている．Caballero and Engel(1999)は、米国製造業に見られる投資変動の特

徴を十全に説明するためには非線形の Ssタイプのトリガー戦略を持つ個別企業の理論モデルが有効である

と主張している．

3 リアル・オプションズ

前節での議論では、投資が不可逆的である、あるいは、部分的に不可逆的であるとき、資本ストックの調

整には費用がかかる場合、企業の投資行動がどのような特徴を持っているのかについて、投資の調整費用モ

デルを用いて説明してきた．このモデルでは、投資プロジェクトの大きさが無限小に分割できることを想定

し、無限種類の連続的な投資プロジェクトがあたかも存在するかのごとく取り扱ってきた．現実の企業投

資では、各企業が抱える投資プロジェクトは少数の種類のものであり、各投資プロジェクトをどのような

順序で、あるいは、どれを優先的に実行するかなどの意思決定がなされる．現実の経済活動では、投資の

実行を先延ばしした方が望ましいケースや、より詳細な情報が入手できる将来時点で資本増強を計画する

方がより大きな収益をもたらすようなケースが見られる．新しい情報あるいはある種の情報が入手できる

将来時点まで、投資プロジェクトの実行を遅延することは、投資プロジェクトというコール・オプション

を保有することと等価である．投資プロジェクトの実行時期が制限されない場合は、このコール・オプショ

ンの満期は無限遠方となる．投資行動のリアル・オプション・モデルを定式化する前に、投資プロジェクト

の実行を遅らせる方がより大きな収益をもたらす理由を簡単な数値例を用いて説明する.9

ある企業の生産物の今期価格は 100万円、来期以降の価格は不確実である．来期以降、確率 pで 150万

円、確率 1− pで 50万円となることが知られている．企業は 10％の割引率で将来のキャッシュフローの現
在価値を計算する．投資を実行するための費用が 800万円で、p = 0.5とする．このとき、来期以降の価格

の平均値は 100万円となる．企業はリスク中立的であるとする．投資の正味現在価値 (の期待値)は、今期

に投資を実行するとき、

NPV = −800 +
∞X
t=0

100

(1.1)t
= −800 + 1100 = 300

となる．通常のNPVルールでは、正味現在価値が正となるので、投資は実行すべきという結論が得られる．

投資を一期遅らせ、生産物価格が 150万円に上昇したことを観察したときのみ、投資を実行する．このと

き、投資の正味現在価値 (の期待値)は

NPV = 0.5[−800
1.1

+

∞X
t=1

100

(1.1)t
] = 386

9この数値例は Pindyck(1991) に依拠している．
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と計算される．このときの正味現在価値は、投資を今期に実行するときの正味現在価値よりも大きい．よっ

て、投資を一期遅らせるほうがより望ましい．投資を一期遅らせることの価値、言い換えると、投資を遅ら

せることが出来る柔軟性を保有することの価値は 386− 300 = 86万円ということになる．投資プロジェク
トをコール・オプションとして保有するとき、このコール・オプションの価値は 86万円であると理解でき

る．投資が今期に実行されるならば、86万の機会費用が失われるということになる．今期の投資の価値計

算を正確に行なうためには、この機会費用が計算の中に含まれていなければならない．

金融資産のコール・オプションでは、よく知られているように、将来の不確実性が増大すると、コール・

オプションの価値は上昇する．この理由は、不確実性が増大することは将来利益が大きくなる可能性を増加

させ、将来オプションの実行から得られる収益が正以上のときにのみオプションが実行され、それ以外の

時には実行されないからである．これと同じメカニズムが作用して、投資プロジェクトをコール・オプショ

ンとして保有するとき、将来の不確実性が増大するならばこのコール・オプションの価値も上昇する．

Trigeorgis(1996)はリアル・オプションを以下のような 7つのカテゴリーに分類している．最も頻繁に見

られるシンプルな代表的な例は、工場を建設するような投資プロジェクトあるいは新規市場に参入する投

資計画の実施を遅らせる事例に見られるオプション (Option to defer　 investment)である．複数の投資

プロジェクトを段階的に実施して初めて投資プロジェクト全体が完成するような例に見られるオプション

(Time-to-build option)は現実の投資計画で頻繁に直面する事例である．また、工場の操業水準を拡大した

り、縮小したり、あるいは操業を停止したりというオプション (Option to alter operating scale)も工場を

建設した後に頻繁に直面する意思決定問題である．時には、工場そのものあるいは企業の 1部門を売却する

オプション (option to abandon)を採用するケースも起こってくる．製品への需要が急激に変化したり、購

入資材の価格が乱高下するようなケースでは、生産する製品の種類を変化させたり、投入資材を他の材料に

代替させるというようなオプション (Option to switch)が取り得る．ハイテク産業における R&D投資に見

られるように、新製品開発や新技術開発を実現するに際しては研究開発での初期投資が重要となり、この初

期投資が実行されて始めて次の R&D段階にステッアップできる．こうした事例に見られるオプションは、

将来の企業成長を実現するために必要な多段階オプションの連鎖からなるので、成長オプション (Growth

option)と呼ばれている．最後のカテゴリーは、多重相互依存オプション (Multiple interacting options)と

呼ばれているものである．現実の企業活動は様々なオプションの集合体から成り立っている．しかし、複合

的なオプションの価値は各オプションの価値の単純な総和よりも大きな価値をもたらす．しかも多くのリア

ル・オプションは企業内の財務政策とも相互依存している．

リアル・オプションズ・アプローチのエッセンスを理解するために、最も簡単な投資プロジェクトのリア

ル・オプション・モデル、option to defer investment モデルを Dixit and Pindyck(1994)に依拠して定式

化する．従って、ここでは、工場建設後に直面する操業水準変更のオプション (Option to alter operating

scale)などを無視する.10 簡単のために１単位の生産物を生産する工場の建設プロジェクトを考える．１

単位の生産物を生産することが出来る工場を建設するためには、投資額K が必要であるとする。ここでの

問題は、何時、この投資を実行すべきかに答えることである．生産物の価格を pと表記する．生産物の価

格は以下の確率微分方程式に従うことが分かっている．

dp = αpdt+ σpdw.

ここで、αは成長パラメター、σは分散パラメターである．議論を簡単化するために、可変費用はゼロであ

るとすると、粗利潤 πは π = pである．建設投資が実行されたとき、時刻 tでの利潤 π(t) = p(t)は

dπ = απdt+ σπdw.
10操業停止オプションの分析についてはMacDonald and Siegel(1985) を、鉱物資源開発における操業停止と操業再開を含めた投
資プロジェクトの分析に関しては Brennan and Schwartz(1985) を参照してください．

8



に従う．粗利潤 π(t)の期待値は

Et0 [π(t)] = π(t0)e
α(t−t0)

となる．Et0 は時刻 t0における情報の下での条件付期待値を意味する．建設された工場の価値 vは、時刻 t

の現在価値で、

v(t,π(t)) =

Z ∞
t

π(t)e−ρ(s−t)ds =
π(t)

ρ− α
と与えられる．従って、時刻 tで投資が実行されたときの収益は v(t)であり、現在価値は v(t)e−ρtである．
それゆえ、直面する問題は、期待利潤の現在価値

Et0 [(v(T )−K)e−ρT ]

が最大になるような投資の実行時期 T を求めることである．政策変数は投資の実行時期 T である．最適化

問題の目的関数は

J(t0,π0, T ) = Et0 [(v(T )−K)e−ρT ]
である．価値関数W を

W (s, y) = max
T
Es,y[(v(T )−K)e−ρT ]

と定義すると、動的計画法のハミルトン-ヤコビの方程式は

ρV = Vs +max
T
[
1

2
(σy)2Vyy + αyVy] (8)

となる．ここで、W (s, y) = V (s, y)e−ρs である．境界条件は

V (T, y) = v(T )−K =
y

ρ− α −K

および

V (s, 0) = 0

である．Dixit and Pidyck(1994)が提案する追加的な境界条件 (平滑接続の条件と言われる)が満たされる

とする．

Vy(T, y) =
1

ρ− α
を仮定する.11 解が存在するためには、言い換えると、期待収益が有限にとどまるためには、ρ > αを仮

定する必要がある．

最適化問題の解、つまり、最適な投資実行の時期を T ∗ と表記し、そのときの祖利潤を π(T ∗) = π∗ とす
る．価値関数を

V (s, y) = g(s)yβ

と仮定すると、(8)式は

g0(s) + {1
2
σ2β(β − 1) + αβ − ρ}g(s) = 0

となる．β が
1

2
σ2β(β − 1) + αβ − ρ = 0

11価値関数が満たすべき境界条件についての説明は Dixit and Pindyck(1994) を参照してください．
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を満たすように決定されるならば、g0(s) = 0である．この 2次方程式の解は

β1 =
1

2
− α

σ2
+

r
[
α

σ2
− 1
2
]2 + 2

ρ

σ2
> 1

β2 =
1

2
− α

σ2
−

r
[
α

σ2
− 1
2
]2 + 2

ρ

σ2
< 0

である．だから価値関数の一般解は

V (x, y) = g1y
β1 + g2y

β2

と表現される．境界条件 V (s, 0) = 0を満たすためには、g2 = 0でなければならない．よって、

V (s, y) = g1y
β1

と表現できる．残り二つの境界条件を用いると、

g1 =
π∗/(ρ− α)−K

(π∗)β1

π∗ = (ρ− α) β1

β1 − 1K

が得られる．

最適な投資タイミング T ∗ は利潤 π(t)が臨界利潤 π∗ を越えた瞬間に一致する．

π(T ∗) ≥ π∗ = (ρ− α) β1

β1 − 1K

が満たされるように、投資タイミングは決定される．NPVによる投資基準では、最適投資タイミングは、

π(T ∗) ≥ (ρ− α)K が満たされるときである．
β1

β1 − 1 > 1

なので、不確実性に直面するときの臨界利潤は

π∗ > (ρ− α)K

を満たしている．不確実性に直面するときには、企業は利潤に正のリスク・プレミアムを要求する．要求さ

れるリスク・プレミアムは

(ρ− α) β1

β1 − 1K − (ρ− α)K

の大きさである．投資タイミングを資本のユーザー・コストの概念から解釈してみる．βの２次方程式から、

(ρ− α)β1

β1
= ρ+

1

2
σ2β1

が成立することが分かるので、

π∗ = (ρ+
1

2
σ2β1)K > ρK

なる関係が満たされている．ρK が資本のユーザー・コストなので、臨界利潤は資本のユーザー・コストを

超えなければいけない。価格の不確実性が大きくなる、つまり、σの値が大きくなるにつれて、臨界利潤の

大きさも増加する．投資のタイミングは、不確実性が増えるに従って、遅延することがわかる．言い換える

と、投資プロジェクトを保有するというコール・オプションの価値が上昇する．
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上記のモデルを、可変的な生産量とそれに対応する生産費用 (固定費用＋可変費用)を含めるように拡張

することは容易である．資本等の減価償却を明示的にモデルに導入することも簡単にできる．ここでの結論

を一般化すれば、以下のような投資行動の特徴を導出することができる．資本の限界的な拡張からもたらさ

れる企業価値の増加分は、資本増強による営業利潤の増加分から資本増強投資プロジェクトのオプション価

値を差し引いた値に等しくなる．また、トービンの qとの関係で言えば、営業利潤を資本の関数 π(K,X)、

資本財の価格を ωと表記すると、条件

q(K) =
πK(K,X)

(ρ− α)ω ≥
β1

β1 − 1
が成立するようなとき、資本増強投資プロジェクトを実施させることが望ましいことになる．ここで X は

企業の収益に影響を与える (上のモデルの価格 pに対応する)確率過程である．πK(K,X)/(ρ−α)は資本の
限界的な増大がもたらす企業収益増加分の現在価値に他ならない．上の式を等式で成立させる確率過程 X

の値 X∗ が投資のトリガーを引く閾値になっている．つまり、確率過程の実現値 X が X∗ を越えた時、資
本の増強が実施されることになる.12 X のボラティリティが増大するとき、この閾値が上昇するか否かは、

営業利潤がX の凸関数になっているかどうか、および、パラメター値 ρ,αの大きさに依存するので、一般

的に断定できない．

この議論から推察されるとおり、また、 Abel, et. al.(1996)が明確に指摘したように、資本財の購入を

コール・オプションの実行、古い資本財の売却をプット・オプションの実行と理解するとき、企業の最適な

投資行動は一般的に Ssタイプのトリガー戦略に従う．つまり、企業は、資本の限界収益生産物が、伝統的

なユーザーコストとコールオプションの限界価値の和に等しい閾値を越えるとき投資を実行し、伝統的な

ユーザーコストからプットオプションの限界価値を引いた値に等しい閾値を下回るとき資本財を売却する．

このような Ssタイプのトリガー戦略は企業の投資行動だけでなく、企業の雇用政策や価格政策など、多く

の政策に観察される特徴でもある．例えば、Dixit(1989)は為替レートの確率的な変動に直面する外国企業

の参入・退出政策が類似の Ssタイプのトリガー戦略に従うことを示している．

上記のモデルをより一般的なより現実的なリアル・オプションに対して拡張した研究も一定程度進んでき

た．Majd and Pindyck(1987)は他段階にわたる投資プロジェクトの実施問題 (time to build option)を分析、

MacDonald and Siegel(1985)およびBrennan and Schwartz(1985)は操業停止と操業再開を含めた投資プロ

ジェクト (option to alter operating scale)を分析している．Pindyck(1988)は資本拡張の多段階的投資問題

(option to alter operating scaleのカテゴリーに分類できる)をモデル化している．最近は、Schwartz(2001)、

Hsu and Schwartz(2003)、あるいは Berk, Green and Naik(2004)に見られるように、R&D投資を多段階複

合リアル・オプションとして定式化し、ハイテク産業、例えば製薬企業やインターネット関連企業の R&D

投資行動を説明しようとする研究が進展している．

ところで、ここまでの分析では、個別企業が直面する不確実性ショックは他の企業の行動に影響されない

ことを暗黙のうちに仮定している．個別企業が直面する不確実性が当該企業に固有のショックであり、利潤

の大きさがこのショックの線形関数であるとしよう．このとき、不確実性のボラティリティが変化しても利

潤の期待値は変化しない．しかし、投資プロジェクトのコールオプションの価値はショックの凸関数となっ

ているから、不確実性が増加するとコールオプションの価値は増加するので、投資を先送りした方がより

大きな利益を期待できることになる．個別企業が直面する不確実性が産業全体に共通するショックであるな

らば、このシナリオは変化する．例えば、市場価格が増加すると予想されるとき、新規企業が当該産業に

参入し、生産量が増加すると予想される．市場価格は予想された水準よりも低くなる．従って、各企業の

12この結論は収益関数 π(K,X) が資本ストック K の収穫逓減になることを前提としている．企業の収益関数 π(K,X) が資本ス
トック K に関して収穫逓増の部分を含んでいる場合、初期資本量が関数 π(K,X) の変曲点よりも少ない水準にあったならば、追加
的な資本拡張は限界的な増大としてではなく、一括的な離散的投資規模となる．
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意思決定はある意味で相互依存している．完全競争市場においても、新規企業の参入や既存企業の退出を

伴って、各企業が予想する価格の将来経路は内生的に決定されるものであり、各企業にとって外生的であ

るとは簡単に言い切れない．投資プロジェクトのコールオプションの価値あるいはプットオプションの価

値を計算する際に、このような新規企業の参入や既存企業の退出を通した相互依存関係を考慮する必要に

迫られる．Leahy(1993)と Dixit and Pindyck(1994)(第 8章)は他の企業の行動を無視して投資決定を行な

うような近視眼的な政策が競争市場では最適な政策になっていると指摘した．これに対して、Ordenin, et.

al.(2007)は近視眼的な政策に基づくときトリガー価格の推定に無視できない誤差を生じると反論している．

これらの議論では、しかし、各企業の費用構造は同一で、同質であることが前提とされている．企業間の市

場競争を明示的に分析するためには、各企業間に見られる費用構造などにおける異質性を導入することが

重要である.13

各企業間の戦略的な相互依存関係が重要となる市場構造では、例えば、生産物市場が寡占的な市場であ

る場合、今までのモデル分析では重視されなかった論点が登場する．すなわち、投資時期を先送りしたと

きには、ライバル企業が当該市場における利潤機会を奪ってしまう可能性が生じる．産業組織論でよく知

られている通り、不可逆的な投資にコミットすることが、ライバル企業が参入して得ようとする利潤機会

を前もって先制的に確保して、ライバル企業の参入を阻止する戦略となりうる．また、新製品開発や製造

効率改善を目指した R&D投資プロジェクトに見られるように、最初に初期投資を実施した企業は、他企

業に比較して、より多くの将来的成長機会の可能性を入手できる．このような将来における成長の可能性

を確保する投資機会をもたらす投資を投資の戦略的成長オプションと呼んでいる.14 投資が戦略的な先制

権の確保や成長オプションとなるような場合には、投資を遅らせることに伴う投資オプションの価値を引

き下げる作用が働く．このような作用が働くケースにおいては、単純なリアル・オプション・モデルの結論

は修正される必要があるので、どのように修正されるのかを理解するための研究が要請されることになる．

Lambrecht and Perraudin(2003)は、先取りの可能性を持つ複占モデルを用いて、投資時期を決定する利潤

の臨界値が、いわゆる NPVルールで定める臨界値と単純なリアル・オプションモデルで計算される臨界値

の間に位置することを示した．Weds(2002)は、パテントを獲得するための R&D競争投資において、成功

の可能性がポアッソン過程で定式化されるモデルでは、R&D投資を遅らせるオプションの価値を引き下げ

るような作用が必ずしも優越するとは限らないことを示した．寡占市場における企業間の戦略的な相互依

存関係の下での投資行動のリアル・オプション・モデル分析は未だ十分な発展を見ていない．

4 金融資産の運用と投資問題

最後に、ファイナンスの領域における投資問題、最適ポートフォリオ問題を取り上げる．最適ポートフォ

リオ問題を連続時間確率過程における最適制御理論を用いて分析した最初の研究はMerton(1969,1971,1973)

による．この分析枠組み上で、派生金融商品の価格付け問題に解答を与える研究が進展した15．ここでは、

Merton-Black-Scholesの枠組みの上で、ポートフォリオの最適な資産選択問題を考える．単純化のために、

金融資産市場に２種類の資産、危険資産と安全資産が存在すると仮定する．危険資産の価格 p1 は確率微分

13と Dixit and Pindyck(1994) の第 8 章および Caballero and Pindyck(1996) では、産業に共通する不確実性ショックと個別企
業に固有の不確実性ショックを区別して、トリガー政策を分析している．しかし、企業間の費用構造上における異質性の問題は無視さ
れている．

14複合的な投資オプションや戦略的成長オプションについては、Trigeorgis(1996)や Kulatilaka and Perotti(1998)を参照してく
ださい．複合的な投資オプションとゲーム論的な考え方を含めた戦略的な投資論については、Smit and Trigeorgis(2004) を参照し
てください．

15あまりにも有名な代表例は、Black and Scholes(1973) である．
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方程式

dp1 = p1(αdt+ σdw)

に従って変動する．他方、安全資産の価格 p2 は微分方程式

dp2 = rp2dt

に従って変動する．r,α,σは時間や状態変数に依存せず一定であると仮定し、

r < α, σ > 0

を満たす．また、wは標準ブラウン運動である．総資産のうち危険資産への配分率を π、総資産のうち消費

に費やされる量を cとおく．ここでの政策変数はベクトル

u(t) = (π(t), c(t)), 1 ≥ π(t) ≥ 0, c(t) ≥ 0

となる．このとき、総資産 ξ の変動は以下の確率微分方程式で表現できる．

dξ = (1− π)ξrdt+ πξ(αdt+ σdw)− cdt.

目的関数は

J(0, x0,u) = E0[

Z t1

t0

U(c(t))e−ρt]dt

である．ここで、U はいわゆる効用関数で、通常の数学的条件を満たすと仮定する．

この問題に対するハミルトン-ヤコビの方程式は、

ρV = Vs +max[U(c) +
1

2
(πσy)2Vyy + {(1− π)yr + πyα− c}Vy] (9)

となる．境界条件は

V (t1, y) = 0

である．(9)式の最大化を実行する．π に関して

π(yσ)2Vyy + (α− r)yVy = 0

が成立しなければならない．よって、

π =
(r − α)Vy
σ2yVyy

となる．同様に、cに関して、

U 0(c) = Vy

が得られる．ここで、効用関数の性質

U 0 > 0, U 0(0) =∞; U 00 < 0

から、Vy > 0と Vyy < 0が成り立つことが分かる．よって、π > 0である．V (y)を富の間接的効用関数と

理解すると、この効用関数の相対的危険回避度は −yVyy/Vy である．危険資産への最適な配分率は、リス
ク・プレミアム α− rの大きさに比例すると同時に、相対的危険回避度の大きさの逆数に比例する．また、
危険資産の不安定性 σが大きくなると、危険資産への配分率は下落する．
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(9)式の解を一般的に求めることは困難である．Merton(1969,1971,1973)の研究は、効用関数がHyperbolic

Abolute Risk Aversion(HARA)関数形になる場合には、解析解が導出できることを示している．ここでは、

HARA関数形の特殊ケースになる、相対危険回避度一定の効用関数

U(c) =
1

β
cβ , β 6= 0,β < 1

を仮定する.16 価値関数は効用関数と類似の関数形となることを想定して

V (s, y) = g(s)yβ

と置いてみる．この関数形の下では、政策変数は

π =
r − α

σ2(β − 1) ; c = y[βg(s)]
1

β−1

となる．この結果は、危険資産への配分率が時間に依存せず一定であることを意味する．また、消費は資産

額に比例することも分かる．以上の関数形を式 (9)に代入すると、

[g0(s) + γg(s) + (1/β − 1){βg(s)}β/(β−1)]yβ = 0

なる微分方程式が得られる．ここで、定数項の γ は

γ = β(r +
(r − α)2
2σ2(1− β) )− ρ

で定義される．任意の初期値 yに対して上記の微分方程式は成立するので、g(s)に関する微分方程式

g0(s) + γg(s) + (1/β − 1){βg(s)}β/(β−1) = 0

を解くことに帰着する．ここで、g(s)を

h(s) = g1/(1−β)

と新しい変数に変換をする．h(s)は微分方程式

h0(s) +
γ

1− βh(s) + β1/(β−1) = 0

を満たさなければならない．境界条件 h(t1) = 0を用いると、この微分方程式の解は

h(s) = β1/(β−1) 1− β
γ

[e
γ

1−β (t1−s) − 1]

となる．従って、

g(s) =
1

β
[
1− β
γ

{e γ
1−β (t1−s) − 1}]1−β

が得られる．

計画期間 t1 が無限大になる場合、横断性の条件 limt1→∞ e−ρt1Et[V (t1, y)] = 0のもとで、極限 t1 → ∞
を取ったときに一致する．ただし、資産の現在価値が有限に留まるための条件が必要となる．この条件は、

γ < 0と表現できる．簡単に言えば、資産価値の上昇率は割引率 ρよりも小さくなることが要求される．

Merton(1971)が示したとおり、資産価格が対数正規分布に従うとき、つまり、価格変動を支配する確率

微分方程式のドリフト係数 αおよび分散係数 σが一定であるとき、上記の分析を危険資産の種類が多数に

16β = 0 のときは、U(c) = ln c と置かれる．この場合も、同様に解を求めることが出来る．
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なるケースに拡張することは容易であり、資産選択における分離定理や投資信託定理を証明することも出来

る．危険資産の種類を nとすると、危険資産の価格 pも n次元ベクトル、配分率 πも n次元ベクトルとな

る．価格変動が k次元のブラウン運動によって撹乱されているとする．価格変動の確率微分方程式における

ドリフト係数 αは n次元ベクトル、分散係数 σは n× k行列となる．このとき、各危険資産への配分率は

π =
−Vy(s, y)
yVyy(s, y)

[σσt]−1[α− rI]

と表現できる．明らかに、この配分率は時間に依存せず、富の大きさにも依存していない．配分率は、各危

険資産のリスク・プレミアムに比例し、相対的危険回避度の逆数に比例する.17 このような特徴を持つ投

資行動を近視眼的 (myopic)な投資行動という．この結論は、上記の式で決定される各危険資産の構成比率

で危険資産のファンドを作成し、この危険資産のファンドと安全資産をポートフォリオに組み込めば、最適

な資産運用が出来ることを意味する.18

上記のモデルは取引費用がゼロ、市場情報が完全であるような経済環境を前提としている．金融資産の取

引に費用を要する場合、あるいは情報が不完全であるとき、上での結論がどのように修正されるのであろう

か．Constantinides(1986)の研究などで、金融資産の取引費用を明示的にモデルに導入したときは、Ssタ

イプのトリガー政策が用いられることが知られている．また、観察される市場情報に雑音がまじっていると

きのモデル分析は Detemple(1986)、Dothan and Feldman(1986)、Gennotte(1986)などの研究で行なわれ

ている．基本的な結論としては、政策決定と予測推定が分離できるならば、Kalman-Bucyフィルターなど

で予測推定される期待値を上で展開したモデルの状態変数値に代入すると最適な政策が実現できる．

以上の分析過程から明らかな通り、効用関数が HARA関数形として表現できず、より一般的な関数形に

なる場合、金融資産の投資需要関数を解析的に導出し、その特徴を分析することは困難となる．また、実質

利子率が確率的な変動を示したり、インフレ率の予測にリスクが伴うとき、あるいは、金融資産の期待収益

率が他の状態変数の関数となって、ある種の確率過程に従うような、投資家の投資環境が時間と共に変動す

る時にも、金融資産への投資需要関数を解析的に導出することは困難である．近年、Mertonモデルを拡張

して、こうしたより一般的な経済環境の下での投資行動を説明しようとする研究が進展している．Brennan

and Xia(2002)、Chacko and Viceira(2005)、Duffie and Epstein(1992)、Constantinides(1990)、Kim and

Omberg(1996)、Liu(2007)およびWachter(2002)などの研究に見られるように、ある特定の定式化におい

ては解析解を導出できることが知られている．解析解が得られない場合には、近似解法を用いてモデルの

特徴を分析するか、あるいは、シミュレーションによって数値解を計算し、その一般的な特徴を分析する方

法が採用される．金融資産の投資需要関数の特徴を近似解法を用いて分析した研究については、Campbell

and Viceira(2002)で取り上げられている諸文献を参照してください．PC技術の発展に伴って、数値解法

の研究が大きく進展している．近年における数値解析はMATLABや Gaussなどの数値計算ソフトウエア

を用いている．MATLABを用いた数値解析シミュレーション技法の説明に関しては Brandimarte(2006)、

GAUSSを用いた技法については Heer and Maussner(2005)を参照してください．

17具体的な計算については、Merton(1973)あるいは数理ファイナンスの専門書であるKaratzas and Shreve(1998)やDuffie(2001)
などを参照してください．

18金融資産市場が完備であれば、動的計画法を採用するよりも、マーチンゲール・アプローチと呼ばれる手法を用いる方が計算が
容易で、応用範囲が広いことが知られている．マーチンゲール・アプローチは本稿の範囲を超えるので、マーチンゲール・アプローチ
に基づく分析方法の説明は省略する．マーチンゲール・アプローチについては、Karatzas and Shreve(1998) や Duffie(2001) など
を参照してください．
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5 終りに

企業の実物投資行動と機関投資家あるいは家計の金融投資行動を説明する確率動学モデルを考察してき

た．ここでは、企業の実物投資行動を説明する理論モデルの分析で残された諸課題を提起することにする．

企業の実物投資行動の理論モデルでは、企業が実物投資を行なう際に直面する将来不確実性を連続時間確

率過程として定式化しているが、不確実性は需要関数 (あるいは収益関数）の将来不確実性としてモデル化

されている．その際、需要量および収益に大きく影響する価格の不確実な変動を定数係数の幾何ブラウン

運動によって記述している．定数係数の幾何ブラウン運動を想定することは価格変動のボラティリティが一

定であることを前提している．価格変動あるいは収益に大きく影響する不確実な変数のボラティリティが時

間と共に変化するケースについては詳細な分析がなされていない．また、企業が直面する不確実性として、

供給サイドの経済環境における不確実性、例えば、R&D技術や生産性における不確実性そして生産要素価

格の不確実性などを明示的にモデル化した分析が必要とされている.19 将来不確実性を生み出す状態変数

は必ずしも幾何ブラウン運動のような拡散確率過程によって定式化できるとは限らない．状態変数が拡散

過程以外の確率過程に従う実例は少なくはないと思われる．耐久財消費の変動はロジステック曲線のよう

な確率過程に良く似た経路をたどることは良く知られている．確率変数がロジステック曲線を生み出すよ

うな確率過程や飛躍型確率過程に従う場合のモデル化とそのもとでのモデル分析が必要とされている．

企業の投資行動と投資資金の調達政策が関係しているならば、資本市場の不完全性を無視することは許

されない．資金制約が存在するケースの分析はまだ端緒に着いたところである.20 内部留保された資金の

みで投資を実行せざるを得ない企業と、資本市場から低利に借り入れたり、資本の増資によって投資資金を

容易に調達できる企業の投資行動には明らかに相違が存在する．こうした企業間の差異と共通性を解明す

る案件は残されている．

本稿では、各企業の投資行動をマクロ経済全体に集計する問題、あるいは一般均衡理論の枠内に取り込む

問題については触れなかった．個別企業の投資行動が Ssタイプのトリガー戦略となっている事実は上記のモ

デルから説明できているが、一般均衡の枠内にこの企業行動を位置付けたとき、現実経済でのマクロ的な投資

変動を説明できるか否かの問題が残る．Khan and Thomas(2003)、Thomas(2002)およびVeracierto(2002)

の研究によれば、投資の非可逆的な性質を一般均衡モデルに明示的に導入しても、投資が可逆的であるケー

スと比べてそれほど異なる結果を得られないと言う．他方で、Bachman, Caballero and Engel(2006)の研

究では、個別企業の投資行動に見られる Ssタイプのトリガー戦略の存在がマクロ的な投資変動のかなりの

割合を説明できると指摘されている．これらの問題は未決着の案件で、更なる研究が必要とされている．

Appendix:確率的最適制御問題の解法
確率空間 (Ω, , P )を考える． を分離可能な完備距離空間とする．ある関数 xが Ωから空間 への写

像であり、σ代数族 に関して可測であると同時に、 のボレル集合族 ( )に関しても可測であるな

らば、関数 xは確率ベクトルの定義を満たす．通常、 = Rn とする．確率過程 ξ は、パラメター集合

に属する時刻 tに対して確率ベクトル ξ(t, ·)を対応させるものである．時刻の集合 は通常 1次元実数空
間 R1 の部分集合である．ここでは、時刻の集合 は実数のコンパクトな区間 [t0, t1]とする．こうして、

確率過程 ξ = ξ(·, ·)は直積集合 ×Ωから集合 への写像となっている．集合 は確率過程の状態空間
と呼ばれている．ξ(·,ω)が Ωのほとんどすべての点に対して 上で連続ならば、確率過程 ξは連続な確率
過程と言われる．関数 ξ(·,ω)は確率過程 ξ のサンプル関数と言われる．したがって、確率過程の連続性は
サンプル関数の連続性を含意する．ブラウン運動およびブラウン運動によって引きこされる拡散過程 (伊藤

過程とも言われる)のサンプル関数は連続である．連続な確率過程における確率計算は伊藤の公式と呼ばれ

19Chetty(2007) は利子率の不確実性が投資行動に及ぼす効果を考察している．
20Caggese(2007) は資金制約が投資行動に及ぼす効果を分析している．
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る積分と微分操作を必須の手法とする．

[伊藤の公式]
もし ψが関数族 C1,2 に属し、η(t) = ψ[t, ξ(t)], ξ = (ξ1, . . . , ξn), w = (w1, . . . , wd)であるとする．ただし、

ξ は確率微分方程式

dξ = b(t, ξ(t))dt+ σ(t, ξ(t))dw　 (10)

を満たす確率過程である．dwi は標準ブラウン運動の増分である (dw ∼ N [0, dt])．このとき、関係式

dη = ψt(t, ξ(t))dt+ ψx(t, ξ(t))dξ +
1

2

nX
i,j=1

aijψxixj (t, ξ(t))dt,

が成立する．ただし、

ψx = (ψx1 , . . . ,ψxn), aij =

dX
l=1

σilσjl

である．ψxi は変数 ξiによる偏微分を表す．これを伊藤の確率微分公式という．

伊藤の公式が成立する端的な理由はブラウン運動の 2次変分が時間の線形関数になっていることによる．

関数 ηをテイラー級数展開するときに、dt2 ≈ 0, dwdt ≈ 0が成立する一方で、2次の項に dw(t)dw(t) = dt
が含まれてしまうので、2次項すべてを無視できず、dwの 2次項を含む近似式で考えなければいけないこ

とによる．関数 η(t) = ψ(t, ξ(t))に伊藤の公式を適用し、ξ の確率微分方程式を代入すると、

dη = ψt(t, ξ(t))dt+ ψx(t, ξ(t))b(t, ξ)dt+
1

2

nX
i,j=1

aijψxi,xj (t, ξ(t))dt+ ψx(t, ξ(t))σ(t, ξ(t))dw,

が得られる．この両辺を積分すると、

ψ(t, ξ(t))− ψ(s, ξ(s)) =
Z t

s

[ψt + (r)ψ(r)]dr +

Z t

s

ψxσdw

となる．ここで、 は生成作用素と呼ばれるオペレータで

(t) =
1

2

nX
i,j=1

aij(t, x)
∂2

∂xi∂xj
+

nX
i=1

bi(t, x)
∂

∂xi

と定義される．上式の両辺の期待値をとれば、

ψ(s, y) = −Esy
Z t

s

[ψt + (r)ψ(r)]dr + Esyψ(t, ξ(t)) (11)

が成り立つ．

システムの状態が不確実なので、政策変数 uは観察された状態変数に依存するようなフィードバック関

数を取る必要がある．この政策変数はQ0 = (t0, t1)×Rnから U(ユークリッド空間の部分集合)へのボレル
可測な関数と仮定される。システムの状態が政策変数 uに依存することを明示的に表現すると、システム

を支配する確率微分方程式は

dξ = f(t, ξ(t), u(t))dt+ σ(t, ξ(t), u(t))dw　 (12)

と表現される．確率的最適制御問題は、システムの状態 ξ(t)が確率微分方程式 (12)に従うとき、評価関数

J(t0, x0,u) = Et0,x0
[

Z t1

t0

L(t, ξ(t), u(t))dt+ Φ(t1, ξ(t1))]
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を最大にする政策変数 uをフィードバック形式

u(t) = u(t, ξ(t))

で求めることである．ここで、(t0, x0)はシステムの初期時刻と初期値である．

動的計画法の価値関数は

W (s, y) = sup
u
J(s, y,u)

で与えられる．ここで、(s, y)は初期値である。最適化問題の解が u∗ であるならば、すべての (s, y) ∈ Q0

に対してW (s, y) = J(s, y,u∗)が成立する．式 (11)において、ψ = W とおくと、すべての s < t < t1 に

対して、

W (s, y) = −Esy
Z t

s

[Ws(r, ξ(r)) + (r)W (r, ξ(r))]dr + EsyW (t, ξ(t)) (13)

が成立する．

政策変数が最適な政策変数から乖離しているとき、例えば、

u1(r, x) =

(
u(r, x), r< t,

u∗(r, x), r > t

であるとき、条件付期待値の性質から

J(s, y,u1) = Esy

Z t

s

L(r, ξ(r), u(r))dr + EsyJ(t, ξ(t),u
∗)

が成り立つ．当然のことながら、

W (t, ξ(t)) = J(t, ξ(t),u∗)

が成立している．さらに、

W (s, y) ≥ J(s, y,u1) = Esy

Z t

s

L(r, ξ(r), u(r))dr + EsyW (t, ξ(t)) (14)

が成り立つことも容易に理解できる．式 (14)から式 (13)を引き算し、v = u(s, y)と置けば

0 ≥ Ws + (s)W + L(s, y, v)

が得られる．v = u∗(s, y)であるときに、不等式は等式となる．ここで、確率的最適制御問題における動的
計画法の基本方程式

Ws + sup
v∈U

[ (s)W + L(s, y, v)] = 0 (15)

が得られる．境界条件は

W (t1, y) = Φ(t1, y)

である．(15)式はハミルトン‐ヤコビ‐ベルマン方程式と言われている．

確率過程が確率微分方程式 (12)に従うとき、生成作用素 は以下のように表現できる．

(s)Ψ =
1

2

nX
i,j=1

aij(s, y, v)
∂2Ψ

∂yi∂yj
+

nX
i=1

fi(s, y, v)
∂Ψ

∂yi

この結果を用いると、以下の定理が成立する．
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[確率的最適制御問題の基本方程式]
W (s, y)を動的計画法の基本方程式 (ハミルトン‐ヤコビ‐ベルマンの方程式)

Ws +max
v∈U

[ (s)W + L(s, y, v)] = 0, (s, y) ∈ Q0

の解であるとする．このとき、

(1). 許容されたフィードバック政策変数 uと任意の初期データ (s, y) ∈ Q0 に対して、

W (s, y) ≥ J(s, y,u)

である；

(2). u∗ が許容されたフィードバック政策であり、すべての初期値データ (s, y) ∈ Q0 に対して

(s)W + L(s, x, u∗) = max
v∈U

[ (s)W + L(s, x, v)]

を満たすならば、W (s, y) = J(s, y,u∗)である．つまり、 u∗ は最適解である．

この定理の証明は、Fleming and Rishel(1975), chapter Ⅵを参照してください．uが許容されたフィー

ドバック政策であるための条件は、要約すると、uがボレル可測で、有界であること、そして、その政策が

適用されたとき確率微分方程式 (12)の解が存在し、有界であることを要求する．関数 uの不連続な点の集

合は測度ゼロであり、ほとんどすべての時刻で連続であることが要求される．

経済学で直面する最適化問題における目的関数は

J(0, x0,u) = E0,x0 [

Z t1

0

L(t, ξ(t), u(t))e−ρtdt+ Φ(t1, ξ(t1))e−ρt1 ]

と一般的に表現される。ここで、定数 ρは限界時間選好率あるいは割引率と言われる。価値関数を

W (s, y) = sup
u
Esy[

Z t1

s

L(t, ξ(t), u(t))e−ρ(t−s)dt+ Φ(t1, ξ(t1))e
−ρ(t1−s)]e−ρs

とおき、新しく関数 V (s, y)を

V (s, y) = sup
u
Esy[

Z t1

s

L(t, ξ(t), u(t))e−ρ(t−s)dt+ Φ(t1, ξ(t1))e−ρ(t1−s)]

と定義する．つまり、

W (s, y) = V (s, y)e−ρs

なる関係が成り立つ。この関係式を、式 (15)に代入すれば、動的計画法のハミルトン-ヤコビ‐ベルマン方

程式は

Vs +max
v∈U

[ (s)V + L(s, y, v)] = ρV (s, y) (16)

と定式化される．

経済学でのモデル分析では、経済学的な直感が重要な役割を果たすので、経済学的な概念と整合的な動的

計画法の基本方程式の利用方法が有効である．ここで、経済学的な概念と整合的な動的計画法の基本方程

式を導出する．

F (s, y,u) = Esy[

Z t1

s

L(t, ξ(t), u(t))e−ρ(t−s)dt+ Φ(t1, ξ(t1))e−ρ(t1−s)]
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と関数 F を定義すると、

V (s, y) = sup
u
F (s, y,u)

という関係が成立している．

F (s+ dt, y + dx,u) = Es+dt,y+dx[

Z t1

s+dt

L(t, ξ(t), u(t))e−ρ(t−s−dt)dt+ Φ(t1, ξ(t1))e−ρ(t1−s−dt)]

である．よって、

　 F (s, y,u) = Esy[

Z s+dt

s

L(t, ξ(t), u(t))e−ρ(t−s)dt+ e−ρdtF (s+ dt, y + dx,u)] + o(dt)

= Esy[L(s, ξ(s), u(s))dt+ e
−ρdtF (s+ dt, y + dx,u)] + o(dt)

が成立する。動的計画法における最適性の原理から

V (s, y) = sup
u
Esy[L(s, ξ(s), u(s))dt+ e

−ρdtV (s+ dt, y + dx)] (17)

である．関係式

V (s+ dt, y + dx) = V (s, y) + dV (s, y) + o(dt)

を (17)式に代入すると、

V (s, y) = sup
u
Esy[L(s, ξ(s), u(s))dt+ e

−ρdtV (s, y) + e−ρdtdV (s, y)]

となり、さらに、

e−ρdt = 1− ρdt+ (ρdt)
2

2!
− (ρdt)

3

3!
+ ...

を用いて、dt→ 0とすると、(17)式は最終的に

ρV (s, y) = max
v
{L(s, y, v) + 1

dt
Esy[dV (s, y)]} (18)

という関係式として成立する．これが動的計画法のベルマン方程式である。企業の投資行動での基本方程

式と理解するならば、(18)式の左辺は企業の所有者が要求する収益の大きさと理解される．他方、右辺の

第１項は企業が獲得する利益の大きさで、第２項は企業価値のキャピタル・ゲインと理解されている．(18)

式は、企業所有者が要求する収益と企業所有者が予想する収益とが一致することを表現している．基本方

程式 (18)に登場する dV (s, y)は伊藤の公式を用いて計算できる．このとき、(18)式は (16)と一致する．
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