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１．始めに

　ファイナンスの理論で発達してきたオプション

価格付けの理論を実物投資問題に応用するアプ

ローチをリアル・オプションズ・アプローチと呼

んでいる。オプション価格付け理論の基本的モデ

ルはBlack-Scholes の公式に集約されるBlack-Sc-

holes-Merton 理論に他ならない。Brennan and 

Schwartz（1985）およびMcDonald and Siegel

（1985，86）による研究が，Black-Scholes-Merton

理論を実物投資行動の分析に適用したリアル・オ

プションズ・アプローチによる最初の代表的な研

究である。Brennan and Schwartz（1985）は鉱物

資源開発投資プロジェクトの評価をオプション価

格理論に基づいて説明した研究であり，McDon-

ald and Siegel（1985，86）の研究は操業停止オプ

ションと投資プロジェクトのタイミング・オプ

ションの評価問題を分析したものである。それ以

降，投資のリアル・オプションズ・モデルの研究

が急進展してきた。Dixit and Pindyck（1994）は，

90 年代初頭までに行なわれたリアル・オプショ

ンズ・アプローチに基づく研究を整理している。

その後の研究の進展はTrigeorgis（1996），Bren-

nan and Trigeorgis（2000），Smit and Trigeorgis

（2004）などにおいてサーベイされている。

　言うまでもなく，リアル・オプションズ・モデ

ルの分析手法は近年のファイナンス理論で発展し

てきた数学的手法に多くを依存しており，そうし

た最新の数学的分析手法は現代確率過程論の急速

な発展を背景として展開されている1。本稿では，

ルベーグ測度論の知識を前提とせず，さらに，ファ

イナンス理論におけるオプション価格付けの理論

も前提とせず，リアル・オプションズ・アプロー

チの定式化において必須の諸概念や手法の数学的

な理論をコンパクトかつ簡易に解説し，それらの

手法が各種のリアル・オプションの事例において

どのように適用できるのかを説明する。総じて，

リアル・オプションズ・モデルのより一般的な定

式化の方法を提案し，幾つかの重要な事例を再検

討することを通して将来に残された課題および今

後必要となる新しいアプローチの必要性を提案す

る。

　最初に，第２節で，ファイナンス理論で必須と

されている確率過程論の数学的な基礎概念を説明

する。特にブラウン運動によって駆動される拡散
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過程を表現する確率微分方程式の概念，それを解

くために必要な伊藤積分と伊藤微分（伊藤の公式）

を説明し，確率過程の生成作用素およびラドン＝

ニコディムの定理を用いたマーチンゲール測度な

どの概念を説明する。ファイナンス理論での最先

端的な理論研究を続けるためには，確率過程論の

全体像を理解することが必要で，例えば，Karat-

zas and Shreve（1991），Revuz and Yor（1991）

や Øksendal（2005）などの専門書を理解しておく

ことが必要であるが，本稿では，ルベーグ測度論

の知識を前提とすることなく，リアル・オプショ

ンズ・アプローチを適用するために必要とされる

数学的定式化と解析の手法を必要最小限のレベル

で自己完結的に説明する2。

　リアル・オプションズの対象となるほとんどす

べての投資問題は確率的最適制御問題として定式

化される。確率的最適制御問題を解く一般的な手

法は動的計画法を応用することである。動的計画

法の応用では，価値関数が満たすべき偏微分方程

式（通常，ハミルトン＝ヤコビの方程式あるいは，

ベルマン方程式と呼ばれている基本方程式）を導

出する手続きが必須となる。第３節で，確率的最

適制御問題の解法に必要な基本方程式であるハミ

ルトン＝ヤコビ＝ベルマンの偏微分方程式を導出

する手続きとその帰結を説明する。

　次に，第４節で，Black-Scholes-Merton モデル

と呼ばれる枠組み内で，先物やオプションなどの

デリバティブの価格がどのように評価されるべき

かについて説明する。このときの基本的な前提条

件は，自由な取引がなされる金融資産市場では裁

定機会が存在しないという無裁定条件である。安

全資産と等価な（オプションと危険資産から構成

される）ポートフォリオの複製手法を展開した後，

リアル・オプションズ・モデルで使用される問題

に対して応用できるような形に，Black-Scholes-

Merton モデルを拡張する。

　第５節以降で，リアル・オプションの代表的な

幾つかの事例を取り上げ，これらの問題をコンパ

クトに定式化して，それらのリアル・オプション

問題の解析手法を説明する。これらの事例は互い

に独立したものなので，それぞれ自己完結的に独

立に理解することができる。それゆえ，表記法も

各事例ごとに独立しているので，各事例ごとの表

現方法に注意してください。

　第５節では，工場操業の稼動・停止に関わる意

思決定問題をリアル・オプションズ・アプローチ

の枠内で定式化する方法を簡単に説明し，企業の

市場への参入と市場からの退出に関わる意思決定

問題を Ss タイプのトリガー戦略としてモデル化

するとき，トリガー発動に対応する閾値を決定す

る方法を説明する。トリガーを発動させる閾値の

大きさが，将来収益リスクの存在に伴って，通常

のマーシャル的な現在価値計算から得られる水準

から乖離することを説明する。第６節では，工場

建設の投資プロジェクトの実施問題を取り上げ

る。投資プロジェクトから得られるキャッシュフ

ローの期待現在価値がある閾値を越えた時点で投

資プロジェクトを実施することが最適政策になる

ことを示し，この閾値がリスクのボラティリ

ティーに大きく依存することを説明する。第７節

では，資本ストックの変更には調整費用が必要と

されるとき，投資が一度実行されるとこの実施を

元に戻すことができないという投資の不可逆性を

明示的に定式化したモデルを取り上げる。投資プ

ロジェクトが生み出す将来キャッシュフローのリ

スクのボラティリティーが投資に大きな影響をも

たらすが，リスクのボラティリティーと投資の大

小の間には単調な負の関係が必ずしも成立すると

はいえないことを説明する。第８節では，投資プ

ロジェクトが長期にわたって続けられるとき，投
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資期間中に投資費用が変化することが起こるよう

な投資決定問題を取り上げる。投資期間中に発生

する投資費用の不確実性を明示的にモデル化する

方法を議論する。第９節では，投資に関わる不確

実性が大きいと指摘されているR&D投資プロ

ジェクトを取り上げる。R&D投資プロジェクト

の不確実性をどのような確率過程によってモデル

化すべきかについて議論する。簡単なモデルを用

いて，企業がR&Dプロジェクトの将来収益に関

わる不確実性を考慮するならば，マーシャル的な

損益計算に依拠する場合に比べて，R&Dプロ

ジェクトの実施時期が先送りされることを説明す

る。

　第 10 節以降では，投資プロジェクトが多段階

に渡るような複雑な投資の意思決定問題を取り上

げる。第 10 節では，多段階投資プロジェクトの

中でも最も簡単な２段階投資プロジェクトを考察

する。第 11 節でさらに複雑な多重リアル・オプ

ションズの事例を取り上げて簡潔に議論する。投

資プロジェクトの意思決定が多段階に渡って行わ

れるような場合，投資プロジェクトの初期時点で

の割引現在価値は将来において直面する複数のオ

プション価値を内包することになるので，解析的

な関数形を導出することが極めて困難となる。そ

れ故，分析は数値計算に大きく依存することとな

る。

２．伊藤のレンマ，生成作用素およびマー
チンゲール測度

ξを，時刻の集合 Tに属する時刻 tに対して確率

ベクトル ξ（t, ·）∈ Sを対応させる確率過程とす

る。時刻の集合 Tは通常１次元実数空間 R1 の部

分集合で，ここでは，実数のコンパクトな区間と

し，［t0，t1］あるいは［0，T］と表現する。確率

ベクトルの値域 Sを分離可能な完備距離空間，S

＝Rnとする。確率過程 ξ＝ ξ（·, ·）は直積集合

T×Ωから集合 Sへの写像である。

　確率過程ξが確率積分を含む積分方程式

ξ（t）－ξ（t0）＝ β（r）dr＋#
t0

t

γ（r）dw（r），t∈T#
t0

t

で表現されているとする。ただし，wは標準ブラ

ウン運動，β（t）, γ（t）は

E E||β（r）||dr＜∞，#
t0

t1
||γ（r）||2dw（r）＜∞#

t0

t1

を満たし，フィルトレーション F（t）（時刻 tまで

に観測された確率過程ξのサンプル経路から生成

される σ代数）において可測な確率過程とする。

ブラウン運動の性質についてはAppendix を参照

して下さい。この式は確率積分方程式と呼ばれて

いる。この積分方程式の微分形式は，形式的に

dξ＝β（t）dt＋ γ（t）dw，t∈ T ⑴

で与えられる。

　確率変数ξが n次元ベクトルであるならば，確

率微分方程式⑴の要素ごとの一次元表現は

γij（t）dwj，i＝1, 2, …，n，t ∈Tdξi＝βi ∑
j＝1

d

（t）dt＋

 ⑵

となる。ここで，ブラウン運動 wは d次元確率

過程となっている。つまり，

ξ＝（ξ1,…, ξn）t, w＝（w1,…, wd）t

である。ここで，上付き添え字 tは転置を表す。

βがベクトルで β＝（β1,…, βn）tと表現され，γが行

列で，その i行 j列を γijとすれば，式⑴は確率変

数 ξがベクトルであるケースを含めた確率微分方

程式の表現となる。

定理 2.1（伊藤の公式）

　もし ψが関数族 C1,2 に属し，η（t）＝ ψ［t, ξ（t）］

であるとする3。ただし，ξは確率微分方程式⑴を
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満たす１次元確率過程であるとする。このとき，

関係式

dη＝ψt（t, ξ（t））dt＋ψx（t, ξ（t））dξ

　　＋ 12 ψxx（t, ξ（t））dξdξ,

　＝ ψt（t, ξ（t））dt＋ψx（t, ξ（t））β（t）dt

　　＋ 12
ψxx（t, ξ（t））γ2（t）dt＋ψx（t, ξ（t））γ（t）dw

が成立する。ψtは関数 ψの時間による偏微分，ψx

は第２番目の変数 ξによる関数 ψの偏微分，ψxx

は ξによる２階偏微分を表現する。これを伊藤の

確率微分公式という。

　伊藤の公式（Ito’s lemma）が成立する端的な

理由はブラウン運動の２次変分が時間の線形関数

になっていることによる。関数 ηをテイラー級数

展開するときに，２次項に関して，dt2 0, dwdt  

０が成立する一方で，dξdξがゼロと近似できな

い。dξ（t）dξ（t）＝γ2（t）dw（t）dw（t）＝γ2（t）dtなので，

２次項すべてをゼロと近似できず，dwの２次項

dw（t）dw（t）＝dtを含む近似式で考えなければいけ

ないことによる。

　ここで，状態変数 ξが確率微分方程式⑵に従う

n次元ベクトルであるケースを考える。

γilγjlψx＝（ψx1
, …，ψxn

），aij＝∑
l＝1

d

とおくと，伊藤の公式は

dη＝ψt（t, ξ（t））dt＋ψx（t, ξ（t））dξ

　　＋ ∑
i, j＝1

n1
2 ψxi xj

（t, ξ（t））dξi dξj,

　＝ψt（t, ξ（t））dt＋∑
i＝1

n

ψxi
（t, ξ（t））βi（t）dt

　　＋ ∑
i, j＝1

n1
2 aijψxi xj

（t, ξ（t））dt

　　＋∑
i＝1

n

ψxi
（t, ξ（t））∑

l＝1

d

γil（t）dwl

とベクトル値確率過程に対して拡張される。

　確率微分方程式において，係数 β, γが状態変数

ξの関数となっていることを明示的に表示すれば，

dξ＝b（t, ξ（t））dt＋σ（t, ξ（t））dw ⑶

と表現できる。ただし，以下ではすべて，wは標

準ブラウン運動を表現する。１次元変数表現にす

ると，

dξi＝bi（t, ξ（t））dt＋∑
j＝1

d

σij（t, ξ（t））dwj, i＝1, 2,…, n

である。確率微分方程式⑶の解は以下の確率積分

方程式

ξ（t）＝ξ（t0）＋#
t0

t

b（r, ξ（r））dr＋#
t0

t

σ（r, ξ（r））dw（r） 

の解と理解される。ただし，ξ（t0）は初期値である。

確率微分方程式⑶の解（強い解）が存在するために

は二つの条件（伊藤の条件とも言う）が成立するこ

とが必要である。一つの条件は Lipschitz の条件

と言われ，もう一つの条件は成長の条件と言われ

ている。以下では，これらの条件が成立して，確

率積分方程式の解がユニークに定まることを前提

とする4。

　確率過程 ξがマルコフ過程であるためには，任

意の時刻 rにおける状態 ξ（r）が，時刻 r以降の

時刻における確率過程の状態に関するすべての確

率的情報を含んでいる必要がある。すなわち，任

意の s1 ＜ s2 ＜…＜ sm＜ t∈ Tとすべての B∈

B（S）に対して，

Pr（ξ（t）∈B|ξ（s1）,…, ξ（sm））

　＝Pr（ξ（t）∈B|ξ（sm）） ⑷

が成立するとき，確率過程 ξはマルコフ過程であ

るといわれる。

P（s, y; t, B）＝Pr（ξ（t）∈B|ξ（s）＝y）

を推移関数（推移確率）という。s, t, Bを与えると

き，P（s, · ; t, B）は Sで可測関数であり，s, y, tを

与えるとき，P（s, y ; t, ·）は Sの確率測度となる。

よく知られているように，チャップマン＝コルモ

ゴロフの方程式
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P（s, y ; t, B）＝ #
S

P（r, x ; t, B）P（s, y ; r, dx）

が成立する。推移関数が時間の差 t－sのみに依

存するとき，すなわち

P（s, y ; t, B）＝P（0, y ; t－s, B）

が成立するとき，マルコフ過程は定常過程あるい

は自律的であると言われる。

　連続時間パラメターのマルコフ過程の中で，サ

ンプル経路が時間に関して確率１で連続関数とな

るような確率過程を拡散過程（duff usion process）

という。拡散過程の厳密な定義は次のようになる。

定義 2.1（拡散過程）

　以下の条件⑴を満たす連続時間マルコフ過程の

うち，条件⑵を満たす関数 aij（t, x）, bi（t, x）, i, j＝1,

…, nが連続関数となる確率過程を拡散過程とい

う5。

⑴　任意の ε＞０と t∈ Tおよび x∈ Rnに対して

lim h－1#
h→0＋ ||x－z ||＞ε

P（t, x ; t＋h, dz）＝０,

　が成立する；

⑵　任意の ε＞０と t∈ Tおよび x∈ Rnに対して

lim #
h→0＋ ||x－z || ε

（zi－xi）P（t, x; t＋h, dz）＝bi（t, x）,

lim #
h→0＋ ||x－z || ε

（zi－xi）（zj－xj）P（t, x ; t＋h, dz）

　　　　　　 ＝aij（t, x）

　 を満たす関数 aij（t, x）, bi（t, x）, i, j＝1,…, nが存

在する。

　ベクトル値関数 b＝（b1,…, bn）はドリフト係数

（drift parameters, infi nitesimal mean），行列値

関数 a＝（aij）は拡散係数（diff usion parameters, 

infi nitesimal variance）といわれる。条件⑴は，

非常に短い時間内では，確率過程の変位の大きさ

が εを超えるような確率がゼロとなることを意味

する。言い換えると，サンプル経路がほとんどあ

らゆる時刻で連続となることを含意する。定義の

第１の条件式⑴の代わりに，より強い条件

lim #
h→0＋ ||x－z||＞ε

||z－x||2P（t, x ; t＋h, dz）＝０,

が用いられることが多い。このとき，b（t, ξ（t））h

と a（t, ξ（t））hは , それぞれ，ξ（t）を与えたときの，

増分 ξ（t＋h）－ξ（t）の条件付期待値 E［ξ（t＋h）－

ξ（t）|ξ（t）］と共分散行列Cov［ξ（t＋h）－ξ（t）|ξ（t）］

を非常によく近似する。共分散行列 aが

aij＝∑
l＝1

d

σilσlj, i, j＝1,…, n

なる関係式で表現できるとき，確率微分方程式⑶

の解は拡散過程となることは容易に理解できる。

　マルコフ過程における推移作用素を定義する。

状態空間 S上で有界で，ボレル可測な実数値関数

の集合を V（S）と表記する。ただし，ノルムは

||Ψ||＝supx∈ S |Ψ（x）|

で定義される。S上の関数Ψ（x）に対して，推移

作用素 Ss, tを以下のように定義できる。

Ss, tΨ（y）＝ #
S
Ψ（x）P（s, y ; t, dx）＝EsyΨ［ξ（t）］

ここで，表記法 Esyは初期データが ξ（s）＝yであ

ることを明示する。チャップマン＝コルモゴロフ

の方程式から，

Ss, t＝Sr, t（Ss, r）, s＜ r＜ t

が成立することは容易に理解できる。さらに，

V（S）の部分集合に対して，以下のように生成作

用素 A（t）を定義する6。S上で連続かつ有界な任

意の関数Ψ（t, x）, x∈ Sに対して

A（t）Ψ＝lim
h→0＋

St, t＋hΨ－St, tΨ
h

と定義する。ここで，St, t＝１である。生成作用

素は関数Ψを関数 A（t）Ψに変換する操作を定め
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るものである。チャップマン＝コルモゴロフの方

程式を用いれば，

Ss, t＋hΨ－Ss, tΨ
h

＝
St, t＋h（Ss, tΨ）－Ss, tΨ

h

であるから，u（t, x）＝Ss, tΨ（x）とおいて，hを無

限小にする極限をとれば，

∂u（t, x）
∂t ＝A（t）u（t, x）

という微分方程式が得られる。これをコルモゴロ

フの後ろ向きの方程式という。

　確率過程が拡散過程であるケースに対して，生

成作用素 A（t）は以下のような微分作用素となる

ことが知られている7。

定理 2.2（拡散過程の生成作用素）

　ベクトル値関数 b＝（bi）と行列値関数 a＝（aij）

は連続関数で，伊藤の条件を満たしているとする。

このとき，確率過程 ξがドリフト係数 bと共分散

行列 aをもつ拡散過程ならば，生成作用素 Aは

以下のように２階の偏微分作用素

A（t）Ψ＝ ∑
i, j＝1

n1
2 aij（t, ξ）

∂2Ψ
∂xi∂xj

＋∑
i＝1

n

bi（t, ξ）
∂Ψ
∂xi

で表現できる。ただし，関数Ψは ξの C 2 関数で

ある。

　飛躍型マルコフ過程における生成作用素は以下

のように与えられることが知られている。状態 ξ

が xから出発したとき，x以外の状態に達する時

間の最小値を

τx（ω）＝inf｛t＞０; ξ（t）≠x｝

と定義する。xから出発したサンプル経路が時刻

tまでに飛躍しない確率 Px（τx ≥ t）は

Px（τx ≥ t）＝e－λ（x）t

となる。つまり，τxはパラメターλ（x）の指数分

布に従い，Ex（τx）＝１/λ（x）が成立する。時刻 τx

で飛躍したとき，サンプル経路が Eにいる確率

分布 Px（ξ（τx）∈ E）を

π（x, E）＝Px（ξ（τx）∈ E）

と表記する。このとき，生成作用素 A（t）Ψは

A（t）Ψ＝ λ（πΨ－Ψ）

で与えられる。ただし，

πΨ（x）＝ #
S
Ψ（y）π（x, dy）

である。例としてポアッソン過程を考えると，λ（x）

＝λ，π（x, E）＝δx＋1（E）であるから，

A（t）Ψ（x）＝λ（Ψ（x＋１）－Ψ（x））

となる。

　ちなみに，確率過程 x（t）が

x（t）＝ ξ（t）＋ J（t）,

と定義されているケースを考える。ここで，J（t）

は λをパラメターとするポアッソン過程である。

このとき，この確率過程の伊藤微分は

dψ（t, x（t））＝ψt（t, x（t））dt＋ψx（t, x（t））dξ

　　　　　＋ 1
2

aψxx（t, x（t））dt＋λ｛ψ（t, ξ（t）

　　　　　＋J（t））－ψ（t_, ξ（t_）＋J（t_））｝dt,

となる。Jはポアッソン過程であるので，時刻 t

で飛躍が起きているとき，J（t）＝J（t_）＋１である。

　次に，Dynkin の公式を導出する。確率過程 ξ

が確率微分方程式⑶に従うとする。関数 η（t）＝

ψ（t, ξ（t））に伊藤の公式を適用すると，

dη＝ψt（t, ξ（t））dt＋ψx（t, ξ（t））b（t, ξ）dt

　　＋ ∑
i, j＝1

n1
2 aijψxi, xj

（t, ξ（t））dt

　　＋ψx（t, ξ（t））σ（t, ξ（t））dw,

が得られる。この両辺を積分すると，

ψ（t, ξ（t））－ψ（s, ξ（s））
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＝ #
s

t

［ψt＋A（r）ψ（r）］dr＋ #
s

t

ψxσdw

となる。この両辺の期待値をとれば，以下の定理

が成立する。

定理 2.3

　b, aは確率微分方程式の解が存在するための条

件（リプシッツの条件）を満たし，ψは関数族

C 1, 2 に属する連続な関数であるとする。さらに，

任意の（s, y）に対して，

Esy #
s

t1
||ψt＋A（t）ψ（t）||dt＜∞

を満たすとする。このとき，

ψ（s, y）＝－ Esy #s
t

［ψt＋A（r）ψ（r）］dr＋Esyψ（t, ξ（t））

 ⑸

が成り立つ。

　この定理は伊藤の公式を生成作用素を用いて表

現したものと理解され，Dynkin の公式あるいは

ファインマン -カッツ公式の特殊ケースに該当す

る8。この定理は，最適制御問題の基本方程式（ハ

ミルトン・ヤコビ・ベルマンの方程式）を導出す

る際に必要となる。なお，確率過程 ξが拡散過程

でなくても，マルコフ過程であればこの定理が成

立することも知られている。

　ここで，ファイナンスの理論で用いられるリス

ク中立測度の概念を導入するために，マーチン

ゲール測度を説明する。確率空間（Ω, F, P）と

その上に定義される確率変数 Xと Zを考える。

ただし，P（Z＞０）＝ 1，EZ＝１とする。このとき，

新しい確率測度 P
~
を

P
~
（A）＝ #

A
Z（ω）dP（ω）, A∈ F

と定義する。言い換えると，P
~
（A）＝E［Z1A］であ

る。1Aは集合 A上で１をとり，それ以外では０

となる特性関数である。このように定義された P
~

は確率空間（Ω, F, P）上の確率測度で，Pと等価で

ある。P
~
と Pが互いに等価であるとは，それぞれ

の測度にゼロを与える集合が一致することを言

う。ラドン＝ニコディムの定理から，そうした等

価な測度が上記の定義によって与えられることが

知られている9。確率変数 Xの確率測度 Pによる

期待値 EXと確率測度 P
~
による期待値 E

~
Xを考え

ることができる。これらの間には

E
~

X＝E［XZ］

という関係があることも証明できる。Zをラド

ン＝ニコディム微分（Radon-Nikodym derivative）

といい，

Z＝ dP
dP

~

と書く。ブラウン運動の時刻 tまでのフィルト

レーションを F（t）とするとき，ラドン＝ニコディ

ム微分過程を

Z（t）＝E［Z|F（t）］, ０ ≤ t ≤ T

と定義する。０≤ s ≤ t ≤ Tに対して，条件付期待

値の性質から

E［Z（t）|F（s）］＝E［E［Z |F（t）］|F（s）］

　　　　　 ＝E［Z |F（s）］＝Z（s）

なので，ラドン＝ニコディム微分過程はマーチン

ゲールである。Girsanov の定理が非常に重要と

なるので，証明なしで以下に掲載する10。

定理 2.4（Girsanov の定理）

　w（t），０ ≤ t ≤ Tを確率空間（Ω, F, P）上の標準ブ

ラウン運動，F（t）をこのブラウン運動のフィルト

レーション，Θ（t）を F（t）に関して可測な過程で

あるとする。

Z（t）＝exp｛－ #
0

t
Θ（u）dw（u）－ #

0

t 1
2Θ

2（u）du｝, ⑹

w~（t）＝w（t）＋ #
0

t

Θ（u）du ⑺

と定義する。ただし，
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E #
0

T

Θ2（u）Z 2（u）du＜∞

と仮定する。Z＝Z（T）とおく。このとき，EZ＝

１であり，ラドン＝ニコディム微分 Zにより形

成される確率測度 P
~
のもとで，確率過程 w~（t）は

標準ブラウン運動となる。 

　確率過程 w~（t）は標準ブラウン運動なので，

dw~ dw~＝dtである。dZ（t）＝－Θ（t）Z（t）dw（t）なので，

Z（t）＝Z（0）＋ #
0

t
Θ（u）Z（u）dw

と表現できる。Z（t）は伊藤拡散過程なので，マー

チンゲールとなっている。だから，E［Z（T）］＝Z（0）

＝１が成立する。以上の結論は確率過程Θがベク

トル値であっても成立する。

　ファイナンス理論では，資産価格 Sは通常，幾

何的ブラウン運動

dS
S ＝αdt＋σdw

に従うと仮定される。この解は

S（t）＝S（0）exp｛ #
0

t
σdw（s）＋ #

0

t
（α－ 12 σ

2）ds｝

である。時刻 tにおける（リスクフリー）利子率を

r（t）とすると，割引率過程 Dは

dD
D ＝－r（t）dt；D（t）＝exp｛ #

0

t

－r（s）ds｝

で与えられる。資産価格の現在価値は

D（t）S（t）＝S（0）exp｛ #
0

t

σdw（s）

　　　　 ＋ #
0

t

（α－r（s）－ 1
2
σ 2）ds

となる。また，

d（D（t）S（t））＝（α（t）－r（t））D（t）S（t）dt

　　　　　　＋σ（t）D（t）S（t）dw（t） 

である。ここで，

Θ（t）＝α（t）－r（t）
σ（t）

とおくと，

d（D（t）S（t））＝σ（t）D（t）S（t）［Θ（t）dt＋dw（t）］

となる。このΘはリスクの市場価格と呼ばれてい

るものである。ここでGirsanov の定理を適用す

ると，

d（D（t）S（t））＝σ（t）D（t）S（t）dw~（t）

なので，

D（t）S（t）＝S（0）＋ #
0

t

σ（s）D（s）S（s）dw~（s）

が成立している。確率測度 P
~
のもとでは，w~ は標

準ブラウン運動となっているので，伊藤積分は

マーチンゲールである。よって，D（t）S（t）はマー

チンゲールとなっている。つまり，E
~
［D（t）S（t）］

＝S（0）である。dw＝dw~－Θdtを資産価格の方程

式に代入すると，

dS（t）
S（t）

＝r（t）dt＋σdw~（t）

と変形できる。確率測度 P
~
のもとでは，資産価

格の期待収益率は利子率になっている。この確率

測度の導入によって，リスクが中立化されている

ことになる。確率測度 P
~
はリスクを中立化する

のでリスク中立測度，あるいは資産価値をマーチ

ンゲール化するのでマーチンゲール測度と呼ばれ

ている。資産の現在価値は

D（t）S（t）＝E
~
［D（T）S（T）|F（t）］

　　　 ＝E［Z（T）D（T）S（T）|F（t）］,

と表現できる。この表現に登場する Z（T）D（T）

を状態価格密度（state price density）という。

α（t）＝α, r（t）＝r, σ（t）＝σのとき，θ＝（α－r）/σと

なり，

Z（t）＝e－θt－θ 2t/2, D（t）＝e－rt,

である。現時点での資産の価格 S（0）は，D（0）＝

１なので
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S（0）＝E［Z（t）D（t）S（t）|F（0）］,

と計算できる。

３．確率的最適制御問題の解法

　ここでの最適化問題は，システムの状態 ξ（t）

がマルコフ過程に従うとき，評価関数

J（t0, x0, u）＝Et0, x0［ #
t0

T
L（t, ξ（t）, u（t））dt

　　　　　　　　　　＋Φ（T, ξ（T））］

を最大にする政策変数 uをフィードバック形式

u（t）＝u（t, ξ（t））

で求めることである。ここで，（t0, x0）はシステ

ムの初期時刻と初期値，Tは終端時刻である。評

価関数 Lに関しては，以下の条件が満たされて

いると仮定される。すなわち，

|L（t, x, u）| ≤ C 

が成立するような定数 Cが存在する。

　システムの状態が不確実なので，政策変数は観

察された状態変数に依存するようなフィードバッ

ク関数を取る必要がある。この政策変数は Q0≡

T×Sから U（ユークリッド空間の部分集合）への

ボレル可測な関数と仮定される。システムの状態

が政策変数 uに依存することを明示的に表現す

ると，システムを支配する確率微分方程式は

dξ＝f（t, ξ（t）, u（t））dt＋σ（t, ξ（t）, u（t））dw ⑻

と表現される。通常，確率微分方程式に現れる関

数 f（t, x, u）, σ（t, x, u）は C1 関数であり，

|| f（t, 0, 0）|| ≤ C, ||σ（t, 0, 0）|| ≤ C

|| fx||＋|| fu|| ≤ C, ||σx||＋||σu|| ≤ C 

を満たす定数 Cが存在すると想定されている。

　動的計画法の価値関数は

W（s, y）＝su
u
p J（s, y, u）

で与えられる。ここで，（s, y）は時刻 sで直面す

る最適化問題における初期値である。最適化問題

の解が u* であるならば，すべての（s, y）∈ Q0 に

対して W（s, y）＝J（s, y, u*）が成立する。前節の

式⑸において，ψ＝Wとおくと，すべての s＜ t  

≤ Tに対して，

W（s, y）＝－Esy #
s

t

［Ws（r, ξ（r））

　　　　＋A（r）W（r, ξ（r））］dr＋EsyW（t, ξ（t）） ⑼

が成立する。

　政策変数が最適な政策変数から乖離していると

き，例えば，

u1（r, x）＝
　u（r, x），　r ≤ t,

 　u*（r, x），  r＞ t 

であるとき，条件付期待値の性質から

Esy［ #t
T

L（r, ξ（r）, u（r））dr＋Φ（T, ξ（T））］

　＝Esy［Et, ξ（t）｛ #t
T

L（r, ξ（r）, u（r））dr

　　　　　　　＋Φ（T, ξ（T））｝］

であるので

J（s, y, u1）＝Esy #s
t

L（r, ξ（r）, u（r））dr

　　　　　　　　　　＋EsyJ（t, ξ（t）, u*）

が成り立つ。当然のことながら，

W（t, ξ（t））＝J（t, ξ（t）, u*）

が成立している。さらに，

W（s, y）≥ J（s, y, u1）

　＝Esy #
s

t

L（r, ξ（r）, u（r））dr＋EsyW（t, ξ（t）） ⑽

が成り立つことも容易に理解できる。式⑽から式

⑼を引き算すると

0 ≥ Esy #
s

t

［Ws（r, ξ（r））＋A（r）W（r, ξ（r））

　　　　　　　　　 ＋L（r, ξ（r）, u（r））］dr

が得られる。t→ sなる極限をとり，v＝u（s, y）

と置けば

0 ≥ Ws＋A（s）W＋L（s, y, v） 

⎧
⎨
⎩
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が得られる。明らかに，v＝u*（s, y）になるとき，

不等式は等式となる。ここで，確率的最適制御問

題における動的計画法の基本方程式

Ws＋s
v
u
∈
p
U
［A（s）W＋L（s, y, v）］＝0 ⑾

が得られる。境界条件は

W（T, y）＝Φ（T, y）

である。⑾式はハミルトン-ヤコビ-ベルマン

（Hamilton-Jacobi-Bellam；HJB）方程式と言われ

ている。

　確率過程が拡散過程であるならば，生成作用素

Aは

A（s）Ψ＝ ∑
i, j＝1

n1
2 aij（s, y, v）

∂2Ψ
∂yi∂yj

＋∑
i＝1

n

fi（s, y, v）
∂Ψ
∂yi

 ⑿

で与えられる。この結果を用いると，以下の定理

が成立する。

定理 3.1（確率的最適制御問題の基本方程式）

　W（s, y）を動的計画法の基本方程式（ハミルトン

-ヤコビ-ベルマンの方程式）

Ws＋m
v∈U
ax［A（s）W＋L（s, y, v）］＝0, （s, y）∈Q0

の解であるとする。このとき，

⑴ 　許容されたフィードバック政策変数 uと任

意の初期データ（s, y）∈Q0 に対して，

　W（s, y）≥ J（s, y, u）

である。

⑵ 　u* が許容されたフィードバック政策であり，

すべての初期値データ（s, y）∈Q0 に対して

　A（s）W＋L（s, y, u*）＝m
v∈U
ax［A（s）W＋L（s, y, v）］

を満たすならば，W（s, y）＝J（s, y, u*）である。つ

まり，u* は最適解である。

　この定理の証明は，Fleming and Rishel（1975）

を参照してください。uが許容されたフィード

バック政策であるための条件は，要約すると，u

がボレル可測で，有界であること，そして，その

政策が適用されたとき確率微分方程式⑻の解が存

在し，有界であることを要求する。関数 uの不

連続な点の集合は測度ゼロであり，ほとんどすべ

ての時刻で連続であることが要求される。

　経済学で直面する最適化問題における目的関数

は

J（0, x0, u）＝E0, x0［ #
0

T

L（t, ξ（t）, u（t））e－ρtdt

　　　　　＋Φ（T, ξ（T））e－ρT］

と一般的に表現される。ここで，定数 ρは限界時

間選好率あるいは割引率と言われる。価値関数を

W（s, y）＝su
u
p Esy［ #

s

T
L（t, ξ（t）, u（t））e－ρ（t－s）dt

　　　　＋Φ（T, ξ（T））e－ρ（T－ s）］e－ρs

とおき，新しく関数 V（s, y）を

V（s, y）＝su
u
p Esy［ #

s

T
L（t, ξ（t）, u（t））e－ρ（t－s）dt

　　　 ＋Φ（T, ξ（T））e－ρ（T－s）］

と定義する。つまり，

W（s, y）＝V（s, y）e－ρs

なる関係が成り立つ。この関係式を，式⑾に代入

すれば，動的計画法のハミルトン-ヤコビ-ベルマ

ン方程式は

Vs＋m
v∈U
ax［A（s）V＋L（s, y, v）］＝ρV（s, y） ⒀

と定式化される。

　経済学でのモデル分析では，経済学的な直感が

重要な役割を果たすので，経済学的な概念と整合

的な動的計画法の基本方程式の利用方法が有効で

ある。ここで，経済学的な概念と整合的な動的計

画法の基本方程式を導出する。

F（s, y, u）＝Esy［ #
s

T
L（t, ξ（t）, u（t））e－ρ（t－s）dt

　　　　　＋Φ（T, ξ（T））e－ρ（T－s）］

と関数 Fを定義すると，
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V（s, y）＝su
u
p F（s, y, u）

という関係が成立している。

F（s＋dt, y＋dx, u）

　＝Es＋dt, y＋dx［ #
s＋dt

T
L（t, ξ（t）, u（t））e－ρ（t－s－dt）dt

　　＋Φ（T, ξ（T））e－ρ（T－s－dt）］

である。

F（s, y, u）＝Esy［ #
s＋dt

s
L（t, ξ（t）, u（t））e－ρ（t－ s）dt

　　　　　＋e－ρdtF（s＋dt, y＋dx, u）］ 

が成立する。限りなく小さな dtに対して

F（s, y, u）

　＝Esy［L（s, ξ（s）, u（s））dt

　　＋e－ρdtF（s＋dt, y＋dx, u）］＋o（dt）

が成立する。動的計画法における最適性の原理か

ら

V（s, y）＝su
u
p Esy［L（s, ξ（s）, u（s））dt

　　　　＋e－ρdtV（s＋dt, y＋dx）］  ⒁

である。関係式

V（s＋dt, y＋dx）＝V（s, y）＋dV（s, y）＋o（dt） 

を⒁式に代入すると，

V（s, y）＝su
u
p Esy［L（s, ξ（s）, u（s））dt

　　　 ＋e－ρdtV（s, y）＋e－ρdtdV（s, y）］＋o（dt）

となり，さらに，

e－ρdt＝1－ρdt＋（ρdt）2
2! －

（ρdt）3
3! ＋…

を代入すると，

V（s, y）＝su
u
p Esy［L（s, ξ（s）, u（s））dt

　　　　＋（1－ρdt）V（s, y）＋dV（s, y）］＋o（dt）

となる。dt→０とすると，⒁式は最終的に

ρV（s, y）＝su
v
p｛L（s, y, v）＋ 1dt Esy［dV（s, y）］｝ ⒂

なる関係式に帰着する。これが動的計画法の基本

方程式となる。これを企業の投資行動での基本方

程式と理解するならば，⒂式の左辺は企業の所有

者が要求する収益の大きさと理解される。他方，

右辺の第１項は企業が獲得する利益の大きさで，

第２項は企業価値のキャピタル・ゲインと理解さ

れている。⒂式は，企業所有者が要求する収益と

企業所有者が予想する収益とが一致することを表

現している。基本方程式⒂に登場する dV（s, y）

は伊藤の公式を用いて計算できる。このとき，⒂

式は⒀式に一致する。

４．オプション価格理論

　この節では，オプション価格を複製ポートフォ

リオの作成と無裁定条件を用いて計算する手法を

説明する。最初に，Merton（1973b）が提案した無

裁定条件を用いる手法に基づいて，オプション価

格が満たすべき偏微分方程式を導出する。この方

程式を導出するに当たって，以下に記述されたよ

うな重要な仮定をする必要がある。

⑴　 取引費用や税金などが存在せず，市場取引は

連続的に行なわれ，空売りに関する制限はな

い。

⑵　 資産市場には危険資産である株式が存在し，

その価格は確率微分方程式

　　 dS
S
＝αdt＋σdz 

に従う。ここで，αは当該株式の瞬時的期待

収益率，σ2 は収益率の瞬時的分散の大きさ

を表す。dzは標準ウイーナー過程（ブラウン

運動）の増分である。αと σは時間に依存し

ない定数とする。

⑶　 満期 Tまでの時間が τである債券の価格

B（τ）は以下の確率微分方程式

　　 dB
B
＝r（τ）dt＋σB（τ）dw（t ; τ），τ＝T－t 

に従うとする。ここで，r（τ）は債券の瞬時

的期待収益率， σB（τ）2 は収益率の瞬時的分散
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の大きさを表し，dw（t ; τ）は標準ウイーナー

過程の増分である。r（τ）は満期までの時間と

ともに変化する。この定式化の下では，利子

の期間構造などを考慮して，異なる満期を持

つ債券の価格の間に相関があるケースも取り

扱える。その相関係数は１以下である。つま

り，

　　dw（t ; τ）dw（t ; T）＝ρτT dt，ρτT＜１for τ≠T.

他方で，資産市場の効率性仮説に従って

　　dw（s ; τ）dw（t ; T）＝0, for s≠t ;

　　dw（s ; τ）dz（t）＝ 0 for s≠t 

を仮定する。債券には不履行リスクが伴わな

いとすると，満期時点で債券価格は１である，

つまり B（T）＝１である。また，σB（T）＝０で

もある。利子率が確率的な変動を示さず，時

間に依存しない場合には，r（τ）＝r, σB＝０で

あり，B（τ）＝e－rτである。

⑷　 投資家の危険回避度に関する仮定は必要ない

が，すべての投資家はパラメターα, σ, r（τ）, 

σBの値に関して同一の予測値を持ち，ウイー

ナー過程（z, w）の確率分布に関して共通の情

報を保有すると仮定する。

　以下での導出方法を簡単化するために，債券価

格の撹乱項 dwはゼロと仮定する。dB＝rBdtとな

り，リスク・フリー利子率は rである。株式を原

資産とするデリバティブの価値 Hは株式の価格 S

と満期までの時間 τ＝T－t，およびデリバティブ

の行使価格 Eの関数となるので，H＝H（S, E, t）

と表現できる。伊藤の公式をこの関数 Hに適用

すると，

dH＝HS dS＋Ht dt＋ 12 HSS dSdS 

が得られる。ここで，Hxは変数 xに関する偏微

分を表現する。

dSdS＝σ2S2dt, 

であることを用いると，

dH
H
＝αH dt＋σH dz ⒃

となる。ただし，

αH＝［Ht＋ 12 α
2S2HSS＋αSHS］/H,

σH＝σSHS/H 

である。

　株式，株式を原資産とするデリバティブ，およ

び債券からなるポートフォリオを作成する。この

債券の満期はオプションの満期と同一のものとす

る。資金ゼロでこのポートフォリオを作成する。

例えば，借りてきた債券の売却資金で株式を購入

するようにしてポートフォリオを構成する。この

ポートフォリオの初期価格はゼロとなっている。

株式への投資額を n1，デリバティブへの投資額を

n2，債券への投資額を n3 とすると，n1＋n2＋n3＝

０である。ポートフォリオの価値の瞬時的変動の

大きさを dYと表記すると，

dY＝n1
dS
S ＋n2

dH
H ＋n3

dB
B

が成立する。dS, dH, dBを代入し，n3＝－n1－n2

を用いると，

dY＝［n1（α－r）＋n2（αH－r）］dt＋［n1σ＋n2σH］dz  

となる。すべてのリスクをヘッジするようにポー

トフォリオを構成するならば，

n1σ＋n2σH＝０

が成立している。また，資産市場が効率的で裁定

機会が存在しなければ，dY＝０でなければなら

ない。よって，

n1（α－r）＋n2（αH－r）＝０

である必要がある。この二つの条件から

α－r
σ ＝

αH－r
σH

が満たされなければならない。この条件式に αH, 

σHの定義式を代入すれば，Black-Scholes の偏微
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分方程式

Ht＋rSHs＋ 12
σ2S2Hss＝rH ⒄

が得られる。デリバティブが満期時点 Tのヨー

ロピアン・コールオプションであれば，境界条件

が

H（S, E, T）＝max（S－E, 0）;  H（0, E, t）＝０

となる。良く知られている通り，以下の定理が成

立する11。

定理 4.1（Black-Scholes の公式）

　境界条件

H（S, E, T）＝max（S－E, 0）;  H（0, E, t）＝０

のもとで，偏微分方程式⒄の解 c（S, E, t）＝H（S, E, 

t）は

c（S, E, t）＝SN（d1）－Ee－rτN（d2）,  τ＝T－t ⒅

で与えられる。ここで，N（·）は正規分布の確率分

布関数で，

d1＝ σ τ
ln（S/E）＋（r＋   σ2）τ2

1

,  d2＝d1－σ τ

ある。

　次に，オプション価格の評価式の代替的な導出

方法について説明する。この方法も基本的に無裁

定条件を必須として用いる。資金総額 Xのうち

ΔSを株式（Δ単位の株式）に投資し，残り X－ΔS

をマネー・マーケットで運用するようなポート

フォリオを作成する。今マネー・マーケットでの

リスクフリー利子率を rとする。このポートフォ

リオの価値の期間 dtにおける上昇分は

dX＝Δ（t）dS（t）＋r（X（t）－Δ（t）S）dt

　＝rX（t）dt ＋Δ（t）（α－r）S（t）dt＋Δ（t）σSdz

である。e－rtX（t）にさらに伊藤の公式を適用すると，

d（e－rtX（t））＝－re－rtX（t）dt＋e－rtdX（t）

　　　　 ＝Δ（t）（α－r）e－rtS（t）dt

　　　　　　　　   ＋Δ（t）σe－rtS（t）dz ⒆

が得られる。株式 Sを原資産とするデリバティブ

（行使価格を Eとし，満期が Tであるヨーロピ

アン・コールオプション）の価値を c（S, E, t）と

する。この c（S, E, t）に伊藤の公式を適用すると，

dc（S, E, t）＝ct＋cS dS＋ 12 cSSdSdS

　　　　 ＝［ct＋αScS＋
1
2 σ

2S2cSS］dt＋σScS dz

となる。さらに，e－rtc（S, E, t）に伊藤の公式を適

用すると，

d（e－rtc（S, E, t））

　＝e－rt［－rc＋ct＋αScS＋
1
2 σ

2S2cSS］dt

　　　　　　   ＋e－rtσScS dz ⒇

が得られる。上記のポートフォリオ Xとコール

オプションの価値 cがすべての時刻 tで一致すよ

うに，すなわち，e－rt X（t）＝e－rtc（S, E, t）となるよ

うに，ポートフォリオを維持構成するとすれば，

d（e－rt X（t））＝d（e－rt c（S, E, t））

および X（0）＝c（S（0）, E, 0）が成立しなければな

らない。よって，⒆と⒇を等式で結ぶと，

Δ（t）（α－r）S（t）dt＋Δ（t）σS（t）dz

　＝［－rc＋ct＋αScS＋
1
2 σ

2S2cSS］dt＋σScSdz 

が得られる。この関係式が恒等式で成立するため

には，

Δ（t）＝cS（S, E, t） 

および

Δ（t）（α－r）S（t）＝－rc＋ct＋αScS＋
1
2 σ

2S2cSS 

が成立しなければならない。この両式からBlack-

Scholes の偏微分方程式

ct（S, E, t）＋rScS（S, E, t）＋ 12 σ
2S2cSS（S, E, t）　

　　　　　＝rc（S, E, t）
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が成立することが容易に分かる。複製ポートフォ

リオで株式の持分をΔ＝cSで与えることをデル

タ・ヘッジという。Black-Scholes（1973）では，

複製ポートフォリオを株式１単位のロング・ポジ

ションと１/Δ単位のオプションのショート・ポ

ジションから構成すれば，リスクフリーのポート

フォリオとなることを用いている。このリスクフ

リーのポートフォリオの収益率が rに等しくなる

条件を使用すると，上記の結果が導出される。

　ここで，リスク中立測度を導入すると，偏微分

方程式を解かなくてもBlack-Scholes の公式が簡

単に演繹できることを示す。割引率過程 D（t）＝

exp｛‒rt｝とすると，⒆式は

d（D（t）X（t））＝Δ（t）σD（t）X（t）dz~ 

となる。ただし， Θ＝（α－r）/σ，dz~＝dz＋Θdtで

ある。マーチンゲール測度 P
~
のもとで，z~は標準

ブラウン運動（ウイーナー過程）であり，D（t）X（t）

はマーチンゲールとなる。この性質から，

D（t）X（t）＝E
~
［D（T）X（T）|F（t）］

が成立する。d（D（t）X（t））＝d（D（t）c（S（t）, E, t））

および X（0）＝c（S（0）, E, 0）であるので，Dcもマー

チンゲールとなる。よって，

exp｛‒rt｝c（S, E, t）

　＝E
~
［exp｛‒rT｝max（S（T）－E, 0）|F（t）］

である。この右辺を計算すると簡単にBlack-Sc-

holes の公式が得られる12。

　上記の定式化では，原資産が株式という金融資

産であった。リアル・オプションズでは，原資産

は投資プロジェクトの実施から得られるキャッ

シュ・フロー流列の現在価値である。投資プロジェ

クトが工場建設で，この工場から生産された製品

の販売が生み出す利益がキャッシュ・フローとな

る。投資プロジェクトが生み出す将来利益は，製

品の将来価格の変化や生産費用の将来的変動に依

存する。この将来利益の変動を的確に表現する確

率微分方程式を定式化することが重要となる。投

資プロジェクトの実施が遅れれば遅れるほど，得

られたであろう利益機会をより多く失っているこ

とになる。この事実は，コールオプションにおい

て株式の配当金が果たす効果と同様の効果を明示

的にモデルに導入することを要請する。機会費用

の損失の大きさは単位時間当たり δ（資産１単位

当たり）であるとすると，リアル・オプションを

行使するまでの利益を支配する確率微分方程式は

dS＝（α－δ）Sdt＋σdz

とならなければならない。上記の手続きにおいて，

デリバティブの価値の瞬時的上昇率 dYが配当金

の大きさ分 HSδSdtだけ減少することを考慮する

と，⒃式の αHは

αH＝［Ht＋
1
2 σ

2S2HSS＋（α－δ）SHS］/H 

と修正されなければならない。この修正の下で上

記の手続きを繰り返すと，デリバティブの価値を

支配する偏微分方程式は

Ht＋（r－δ）SHs＋ 12
σ2S2Hss＝rH  21

となる。従って，対応するBlack-Scholes-Merton

の公式は

c（S, E, t）＝e－δτSN（d1）－Ee－rτN（d2）,  τ＝T－t

で与えられる。ここで，d1, d2 も

d1＝ σ τ
ln（S/E）＋（r－δ＋   σ2）τ2

1

,  d2＝d1－σ τ

と修正される13。単位時間当たりの類似配当額 δ

はリアル・オプション・モデルでは“Covenience 

Yield”と呼ばれている。通常，“Covenience Yield”

とは商品在庫を保有することで得られる便益のこ

とを指している14。

　金融資産のオプションとリアル・オプションの

大きな相違点の一つは，金融資産のほとんどが市

場で活発に取引されているが，リアル・オプショ
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ンの対象となる原資産が市場ではほとんど取引さ

れていない事実にある。投資プロジェクトが生み

出す将来キャッシュフローの現在価値の計算で要

求される割引率をどのように決定すべきかが重要

な問題となる。対象となる投資プロジェクトの将

来キャッシュフローに関わるリスクと類似のリス

クを持つ金融資産を見出すことができれば話は簡

単となる。そうでない場合，投資プロジェクトの

リスクが計測できて，それと同様のリスクを持つ

金融資産の存在を想定する必要がある。Merton

（1973a）が 定 式 化 し た ICAPM（Intertemporal 

Capital Asset Pricing Model）によれば，あらゆ

る資産のリスク・プレミアムは当該資産のリスク

と市場ポートフォリオのリスクとの共分散に依存

する。資産 iの均衡期待収益率を αiとすると，そ

の資産のリスクプレミアムは αi－r＝λρi Mσiと与え

られる。ここで，ρiMは市場ポートフォリオの収

益率と資産 iの収益率との間の相関係数，σiは資

産 iの標準偏差である。λはリスクの市場価格と

いわれているもので，λ＝（αM－r）/σMと定義され

ている。ただし，αMは市場ポートフォリオの均

衡期待収益率，σMは市場ポートフォリオの収益

率の標準偏差である。リアル・オプションの行使

によって生み出されるキャッシュフローのリスク

が金融資産 iと同一のものであるならば，このリ

アル・オプションの価値を計算する際には，市場

均衡において，上式で与えられる収益率 αiと同

一の期待収益率がこのリアルオプションの収益率

に対して要求されるはずである。

５．事例１：稼動・停止（参入・退出）
オプション

　最初に，稼動・停止オプションあるいは参入・

退出オプションと呼ばれるリアルオプションの典

型的なモデルを取り上げる。ある企業が新しい工

場の建設計画プロジェクトを持っているとする。

工場建設が行なわれた後，この工場からは時刻 t

でキャッシュフローS（t）が生み出されるとする。

ただし，生産が行なわれるためには，生産費用

C（t）を投入する必要があるとする。従って，時刻

tにおける操業利益は

π（t）＝max［S（t）－C（t）, ０］ 

となる。工場からのキャッシュフローS（t）は幾何

ブラウン運動

dS
S
＝αS dt＋σS dzS

に従って変化すると仮定する。dzSは当該キャッ

シュフローのリスクを表現する標準ウイーナー過

程の増分である。時刻 sにおける利益 π（s）に対す

る請求権の現在価値を H（S（0）, C（s）, s）と表記す

る。

H（S（0）, C（s）, s）＝e－rsE0π（s）.

ここで，rはリスクフリー（安全資産の）利子率，

E0 は現在時点における情報の下での条件付期待

値オペレータである。この請求権は満期が sで，

行使価格 C（s）のコールオプションと同一で，H（S

（0）, C（s）, s）はこのコールオプションの現在価値

と理解できる。時刻 tでの請求権の価値は H（S（t）, 

C（s）, s－t）となる。

H（S（t）, C（s）, s－t）＝e－r（s－t）Etπ（s）.

ただし，Etは時刻 tにおける情報の下での条件付

期待値オペレータである。結論を見やすくするた

めに，生産のために必要な費用 C（t）の予想には

不確実性が存在せず，時間にも依存せず，一定値

を取ると仮定する15。

　関数 Hに伊藤の公式を適用すると（C（s）を固

定すると，Sだけが確率過程なので），

dH＝Ht dt＋αS SHS dt＋ 12 σS
2S2HSS dt＋σS SHS dzS
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が得られる。よって，

dH＝αH Hdt＋σH HdzS

と表現できる。ただし，請求権 Hの瞬時的期待

収益率は

αH＝［Ht ＋αS SHS＋
1
2 σS

2S2HSS］/H

であり，瞬時的分散の大きさは

σH
2＝（σS SHS/H）2

となっている。dH/Hと dS/Sの相関係数は

ρHS＝ σH σSdt
Cov（dH/H, dS/S）

＝ σH σSdt
σH σS E［dzSdzS］＝１

なので，両者は完全に相関している。市場ポート

フォリオと請求権 Hの収益率の共分散を計算す

ると，

σHM dt＝Cov（dH/H, dM/M）＝σHσME［dzS dzM］

　　 ＝σHσMρSM dt 

となるので，ρHM＝ρSMである。ここで，

ρHMσH＝ρSM（σS SHS/H） 

なる関係式が成立する。投資家は請求権 Hの期

待収益率に対して ICAPMで計算される収益率を

要求するとすれば，

αH－r＝λρHMσH

が成立しなければならない。ここで，λはリスク

の市場価格である。この式に，ρHMσHと αHを代

入すると，偏微分方程式

Ht＋（r－δ）SHS＋
1
2 σS

2S 2HSS＝rH 22

が得られる。ここで，

δ＝αH－αS ;  αH＝r＋λρSMσS 

とおいている。22式はBlack-Scholes-Merton の

偏微分方程式を一般化した形式となっている。境

界条件

H（S（s）, C, 0）＝max（S（s）－C, 0）

を与えるとき，この偏微分方程式の解はBlack-

Scholes の公式で与えられることは自明である。

　以上の結果を用いて，投資プロジェクトの時刻

tでの価値，言い換えると，投資実行オプション

の価値を計算することが出来る。時刻 tで行使さ

れる操業オプションの現在価値は H（S（0）, C（t）, 

t）であるから，工場建設によって生み出される

キャッシュフローの現在価値 Vは

V（S, C, 0）＝ #
0

T

H（S（0）, C（t）, t）dt 

となる。ここで，Tは工場が稼動可能な時間の長

さである。

　次に，工場建設プロジェクトの現在価値 V（S（t）, 

C（t）, t）が満たすべき偏微分方程式を導出する。

この方程式を用いて工場建設プロジェクトの現在

価値 V（S（t）, C（t）, t）をキャッシュフローS（t）の関

数として具体的に求めることを考える16。時刻 t

における建設プロジェクトの価値 V（S（t）, C（t）, t）

が満たすべき関係を導出するために，複製ポート

フォリオ作成の手法を活用する。この工場建設プ

ロジェクトのオプション１単位と，工場が生産す

る生産物と類似のリスクを持つ商品 n単位を

ショート・ポジションで保有するポートフォリオ

を作る。このポートフォリオ Y＝V－nSが期間（t, 

t＋dt）内に生み出す収益は dY＝dV－ndSであり，

工場を操業することから得られる利潤は π（t）dt

である。また，ショート・ポジションに伴って支

払う必要のある金額はいわゆるコンビニエンス・

イールド δで表現される。従って，ポートフォリ

オがもたらす収益は

dV－ndS＋π（t）dt－δnSdt＝［Vt＋ 12
σS
2S2VSS

＋αSSVS－nαS S－δnS＋π（t）］dt

＋（VSσS S－nσS S）dzS

と計算される。n＝VSとおくと，右辺第２項がゼ

ロとなり，このポートフォリオからリスクが消去
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される。よってその収益率は安全資産の収益 r（V

－nS）に等しくならなければならない。つまり，

Vt＋ 12
σ2SS 2VSS＋（r－δ）SVS＋π（t）＝rV 23

が成立する。このことは，工場建設プロジェクト

の価値 VがBlack-Scholes-Merton の偏微分方程

式に従うことを示している。

　利潤 πが時間に陽表的に依存しないならば，工

場建設オプションの価値 Vは時刻 tには陽表的に

依存しない。それ故，Vt＝０とおける17。この偏

微分方程式を解析的に解くことを試みる。時刻 t

で S＜ Cのとき，操業オプションは行使されず，

操業が停止され，π（t）＝０なので，

1
2 σS

2S 2VSS＋（r－δ）SVS＝rV 24

となる。時刻 tで S＞ Cのとき，操業オプション

は行使され，

1
2 σS

2S 2VSS＋（r－δ）SVS＋S－C＝rV 25

が成立する。式24の解は

V（S, C）＝A1S
β1＋A2S

β2 

と表現できる。ここで，定数 A1, A2 は未定係数で

境界条件から定まる。β1, β2 は

1
2
σS
2β（β－１）＋（r－δ）β－r＝０ 26

の解である。β1 ＜ β2 とすると，あきらかに，β1 ＜ 0, 

β2 ＞１である。S＜ Cのとき，S→０となること

が起こりうる。このケースで，Vの値が有限に定

まるためには，A1＝０となる必要がある。よって，

V（S, C）＝A2S
β2.

式25の解として

V（S, C）＝B1S
β1＋B2S

β2＋
S
δ－

C
r

を仮定する。これが解になることは，この関数形

を元の式25に代入してみると明らかとなる。ここ

で，定数 B1, B2 は未定係数で境界条件から定まる。

生産物の価格 Sが非常に大きくなるとき，β2 ＞１

なので，B2 ≠０でない限り，Vの値が無限大に

なってしまう。これを除外するためには，B2＝０

としなければならない。よって，

V（S, C）＝B1S
β1＋

S
δ－

C
r　.

時刻 t以降，工場を操業し続ける場合18，工場が

生み出すキャッシュフローの現在価値の期待値は

Et #
∞

０
S（t＋s）e－μsds＝ #

∞

０
S（t）eαS

・se－μss＝ S（t）
μ－αs

と計算される。生産費用が変化せず一定であると

仮定しているので，総生産費用の現在価値は C/r

となる。収益の割引率は同一リスクの金融資産の

均衡収益率 μ＝r＋λσSρSMに等しくなければなら

ない。生産費用に対する割引率はリスクがないの

でリスクフリー利子率に等しい。上での議論から，

コンビニエンス・イールドは δ＝μ－αSと定義さ

れる。よって，時刻 tにおける操業オプションの

価値 Vの第２項，第３項の和 S（t）/δ－C/rは操業

を無限遠方まで続ける場合の利益の現在価値を表

現する。第１項は，将来に S＜ Cが起きたとき，

操業を停止するオプションを行使し，このことに

より得られる利益の増加分の現在価値，すなわち

操業停止オプションの価値を表現していると理解

できる。まとめて，工場建設プロジェクトを所有

する（投資オプションの）価値 Vは

V（S, C）＝
　B1S

β1＋ S
δ－

C
r ,   S＞ Cの場合

 A2S
β2, S＜ Cの場合

と表現できる。未定係数 B1 と A2 は S＝Cにおけ

る境界条件から定まる。

　生産物の価格が S（t）＝Cをクロスして変化する

とき，確率過程 S（t）のサンプル経路が連続なの

で，現在価値 V（S, C）も連続的に変化する必要が

ある。よって，S（t）＝Cにおいて，

⎧
⎨
⎩
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A2S
β2＝B1S

β1＋
S
δ－

C
r  27

が成立する。さらに，現在価値 V（S, C）が S（t）＝C

において滑らかに変化すること，つまり微分可能

であることが要求されるので，

A2β2S
β2－1＝B1β1S

β1－1＋ 1δ  28

である19。これらを連立させて，A2, B1 に関して

解くことができる。結果として，

A2＝
C 1－β2
β2－β1

－
β1
r

β1－1
δ（ ）; B1＝ C 1－β1

β2－β1
－

β2
r

β2－1
δ（ ）

を得る。r, δ, Cに数値を与えて，関数 V（S, C）の

具体的な関数形を求めて，グラフを描くことは容

易にできる20。

　以上のモデル分析を応用すれば，Dixit（1989）

が定式化したような企業行動，例えば，企業の市

場への新規参入と市場からの退出行動の問題を分

析することが容易にできる。稼動オプションを参

入オプション，稼動停止オプションを退出オプ

ションと解釈し直す。操業政策の問題では，S＞

Cの時には操業すると定式化されたが，参入問題

では S＞ SHのときに参入するような臨界的参入

収益 SHが存在する。同様に，S＜ SLのときは退

出するという臨界的退出収益の水準が存在する。

参入している状態での企業の価値を V，退出した

後での企業の価値をWと表記する。Black-Sc-

holes-Merton の偏微分方程式を導出する手続き

は全く同一なので，

1
2 σS

2S 2WSS＋（r－δ）SWS＝rW, 29

1
2 σS

2S 2VSS＋（r－δ）SVS＋S－C＝rV 30

が成り立つ。よって，

W（S, C）＝AS β2,  S＜ SLの場合 , 

V（S, C）＝BS β1＋
S
δ－

C
r ,  S＞ SHの場合

となる。新規市場に参入するときは，ceの大きさ

の参入費用が，市場から退出するときには coの

大きさの退出費用が必要とされるとする。これを

考慮すると，境界条件および平滑接続の条件は

W（SH）＝V（SH）－ce; V（SL）＝W（SL）－co,

WS（SH）＝VS（SH）; VS（SL）＝WS（SL）

と表現できる。境界条件および平滑連続の条件を

用いて，係数 A, Bおよび臨界値 SH, SLを決定する

ことができる。実際にこうした計算をすると，

SH＞ C＋rce; SL＜ C－rco 

という関係が成立つことが分かる21。この政策は

SHと SLを上下のトリガーとする典型的な bang-

bang（Ss）タイプの政策である。参入閾値 SHと退

出閾値 SLの間のスプレッドは，通常のマーシャ

ル的な収益計算から求められるスプレッド値に比

較して大きくなる。すなわち，将来収益の不確実

性を考慮する企業は市場に新規参入することによ

り慎重となり，市場で操業している既存企業は市

場から退出することにより慎重となる。

　最後に，動的計画法を用いてBlack-Scholes-

Merton の偏微分方程式を導出する方法を考え

る。ここで考察すべき確率的最適制御問題は目的

関数

V（S, C, 0）＝E0 #
∞

０
π（s）e－rsds

を最大にするような操業政策 u（t）を求めること

である。操業政策 u（t）を π（s）＝max［S（s）－C（s）, 

0］となるような政策とすれば，目的関数は最大

化される。

V（S, C, t）＝Et #
∞

t
π（s）e－r（s－t）ds

とおく。将来のキャッシュフローの割引率をリス

クフリー率としているので，将来のキャッシュフ
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ローの成長率の評価は，実際の成長率からリスク

プレミアム分を差し引いた大きさにならなければ

ならない。よって，工場からのキャッシュフロー

は

dS
S ＝（αS－μ＋r）dt＋σS dzS

に支配される。αS－μ＋r＝r－δとなっている。従っ

て，ハミルトン－ヤコビの偏微分方程式は

Vt＋（r－δ）SVS＋
1
2 σS

2S 2VSS＋π（t）＝rV 

となる。これは先に導出したBlack-Scholes-Mer-

ton の偏微分方程式と同じものである。後は上記

と同じ手続きに従って解を求めればよい。工場が

生産する生産物価格のリスクと同等なリスクを持

つ金融商品を見出すことができない場合，金利裁

定条件を用いてBlack-Scholes-Merton の偏微分

方程式を導出することができない。この場合，動

的計画法を用いて分析する方法が有効となる。

６　事例２：投資プロジェクトの実施時
期の決定問題

　投資額 Kを投資するならば，毎期生産量 Qの

製品が生産できる工場を建設する投資プロジェク

トを考える。投資の実行には長期の時間は必要と

されず，瞬時に実行できると仮定する。別の言い

方をすると，生産が開始されるまでの期間に投資

される額を生産開始の時点での現在価値額Kと

考えても良い。投資プロジェクトの最適実施タイ

ミングの問題を分析するために，工場建設が実行

され，工場が稼動して以降の操業停止オプション

が取れないケースを考える。モデルを特定化する

ために，工場からの生産量 Qは資本ストック K

と労働投入量 LのCob-Douglas 型生産関数に

よって定まるとする。

Q＝LαK1－α, ０＜ α＜１.

企業の直面する需要量は逆需要関数

P（t）＝Q（t）（1－φ）/φθ（t）ϕ, φ ≥ 1, ϕ＞０

によって与えられるとする。ここで，Pは製品の

市場価格，ξ＝φ /（φ－１）は需要の価格弾力性

である。通常，ξ＞１と仮定できる。θ（t）は需要

量に影響を与える確率的な変動項である。この市

場での需要量に作用する撹乱項は確率微分方程式

dθ
θ ＝ αθdt＋σθdzθ 31

に従う。dzθは標準ウイーナー過程の増分である。

言うまでもなく，この定式化は当該企業が独占的

な価格支配力を有すると仮定している22。時刻 t

での操業利潤は

π（t）＝P（t）Q（t）－wL（t）

である。L（t）は時刻 tでの労働投入量，wは賃金

率である。各時刻 tで企業は利潤を最大化するよ

うに労働投入量 L（t）を調整できると仮定する。

最適な労働投入量のもとでは利潤は

π（t）＝kθ（t）γ

となる。ただし，kは

k＝（１－
α
φ）（

α
φ  ω
1
）（

α
φ）/（１－

α
φ
）K（１－α）/（φ－α）

と定義される資本ストック Kに依存する係数で，

γ＝
φφ
φ－α＞０

である。市場価格の変動が外的攪乱に比例して変

化するとき，すなわちϕ＝１のとき，γ＞１とな

る。投資の調整費用を無視すれば，工場建設の投

資額は資本ストック Kと同一と想定しても良い。

工場の操業期間を Tとすると，時刻 tで操業を開

始した工場から生み出される総キャッシュフロー

の期待現在価値は時刻 tで

X（t）＝Et #
0

T

π（t＋s）e－μsds
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である。ここで μは当該投資プロジェクトに対す

る割引率である。πに伊藤の公式を適用すれば，

dπ
π ＝｛γαθ＋

1
2 γ（γ－１）σθ

2｝dt＋γσθdzθ

であるので，

Etπ（t＋s）e－μs＝π（t）exp［｛γαθ＋
1
2 γ（γ－１）σθ

2}s－μs］

が成り立っている。よって，

X（t）＝k θγ（t）
αX－μ

｛e（αX－μ）T－１｝

が得られる。ここで，

αX＝γαθ＋
1
2 γ（γ－１）σθ

2

である。期待収益の現在価値が有限の大きさにと

どまるためには，αX＜ μが必要である。以下，

これを仮定する。Xに伊藤の公式を適用すると，

dX
X ＝αX dt＋σX dzθ 32

が成立する。ただし，σX＝γσθである。

　工場を建設するための投資資金が現在時点で確

定できず，不確実を伴っていることが多い。ここ

で，必要な投資資金 Kが確率微分方程式

dK
K ＝αK dt＋σK dzK 33

に従うと仮定する。dzKは投資資金の確定に伴う

不確実性を支配する標準ウイーナー過程の増分で

ある。最適投資タイミングの問題は

J（t0）＝e－μt0max E0［X（t0）－K（t0）, 0］ 

を最大にする投資の実施時刻（投資オプションの

行使時刻）t0 を求めることである。動的計画法を

用いて，ハミルトン－ヤコビの方程式を導出する。

価値関数を

V（X, K, t）＝m
t
a
0

x e－μ（t0－t）

max Et［X（t0）－K（t0）, 0］,  ０＜ t＜ t0　　

とおくと，ハミルトン－ヤコビの方程式

Vt＋m
t
a
0

x［VXαX X＋VKαK K＋ 12 VXXσX
2X 2

＋ 12 VKKσK
2K2＋VXK XKσXK］＝μV 　

が得られる。パラメターαX, σX, αK, σK, σXKが時間

に依存しない限り，Vt＝０が成り立つので，

m
t
a
0

x［VXαX X＋VKαK K＋ 12 VXXσX
2 X 2

　　　　 ＋ 12 VKKσK
2K2＋VXK XKσXK］＝μV 34

となる。

　次に，動的計画法の代替的方法である複製ポー

トフォリオの手法を用いて，類似の偏微分方程式

を導出する。投資プロジェクトのオプション１単

位，生産物 N1 単位のショート・ポジション，投

資財 N2 単位のショート・ポジションからなるポー

トフォリオを作成する。伊藤の公式から

d（V－N1X－N2K）＝dV－N1dX－N2dK

＝（VX－N1）dX＋（VK－N2）dK＋［Vt＋
1
2 VXXσX

2X 2

　　　　  ＋ 12 σK
2VKK K2＋VXK XKσXK］dt

を得る。 N1＝VX, N2＝VKとすると，このポートフォ

リオはリスクフリーとなる。ショート・ポジショ

ンを維持するためには，生産物および投資財の貸

与に対して convenience yiled を払う必要がある

ので，このポートフォリオの保有から得られる収

益率は

d（V－N1X－N2K）－（N1δ1X＋N2δ2K）dt

 ＝［Vt－δ1VX X－δ2VKK＋ 12 VXXσX
2X 2　  　　

　 ＋ 12 VKKσK
2K2＋VXK XKσXK］dt　  　　 

である。δ1 は Xに対するコンビニエンス・イー

ルド，δ2 は Kに対するコンビニエンス・イール

ドの大きさである23。このポートフォリオはリス

クフリーなので，その収益は r（V－N1X－N2K）dt

とならなければならない。この条件から，オプショ

ンの価値を支配する偏微分方程式
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Vt＋（r－δ1）VX X＋（r－δ2）VK K＋ 12 VXXσX
2X2

 ＋ 12 VKKσK
2K2＋VXK XKσXK＝rV　35

が得られる。パラメターαX, σX, αK, σK, σXKが時間

に依存しない限り，投資オプションの価値 V（X, K, 

t）は時間に依存しないので，Vt＝０となっている。

　偏微分方程式34と偏微分方程式35は全く同一形

式の方程式である。異なるのは，係数のみである。

偏微分方程式34における αX, αK, μは偏微分方程式

35での r－δ1, r－δ2, rにそれぞれ対応している。

偏微分方程式34の導出においては，Xと Kを保有

することに伴うコンビニエンス・イールドが無視

されており，割引率 μが適切に定義されていない。

他方で，偏微分方程式35の導出では，それらの要

素が取り込まれている。こうしたことの故に，形

式は同一でも，用いられる係数に相違が生じる。

このことから，動的計画法を用いる場合，コンビ

ニエンス・イールドを含めて，Xと Kを支配する

確率微分方程式は

dX
X ＝（r－δ1）dt＋σX dzX 36

dK
K ＝（r－δ2）dt＋σK dzK 37

と定式化すべきである。そして，割引率はリスク

フリー利子率を採用すべきであると言うことにな

る。この定式化は，ファイナンス理論での確率中

立測度，いわゆるマーチンゲール測度を用いたデ

リバティブ価格決定理論における定式化に対応し

ている。

　投資プロジェクトが実行される時刻では

V（X, K）＝X－K 

が成立し24，関数 Vが滑らかに連続している性質

を用いれば，

VX（X, K）＝1, VK（X, K）＝－１ 

が成立しなければならない。これらが偏微分方程

式の境界条件である。

　微分方程式35の一般的な解を解析的に求めるこ

とは容易ではない。しかし，ここでの問題では，

V（X, K）が Xと Kに関して１次同次なので，解

析解を容易に求められる。任意の係数 aに対して，

X'＝aX, K'＝aKとおいて，問題を再定式化すると，

その問題に対する解は，上記の問題の解と同一と

なることが分かる。この事実を活用して，

V（X, K）＝Kv（x）, x≡X/K 

とおく。関係式

VX＝v'（x）, VK＝v（x）－xv'（x）,

VXX＝v''（x）/K, VXK＝－xv''（x）/K, VKK＝x2v''（x）/K

が成立する。これらの関係式を微分方程式35に代

入して，整理すると，

1
2（σX

2＋σK
2 － 2σXK）x2v''（x）＋（δ2－δ1）xv'（x）

　　　　－δ2v（x）＝０ 38

が得られる。これは通常の２階常微分方程式なの

で，容易に解ける。境界条件は

v（x）＝x－１

および

v'（x）＝1, v（x）－xv'（x）＝－１

となる。

v（x）＝Ax β

とおくと，上の２階常微分方程式から，指数 βは

1
2（
σX
2＋σK

2－2σXK）β（β－１）＋（δ2－δ1）β－δ2＝０

を満たさなければならない。この特性方程式の解

を β1, β2 とする。大きい方の解を β2 とすると，

β1 ＜ 0, β2 ＞１となる25。v（0）＝０でなければなら

ないので，関数 vにおいて指数 β1 の項の係数は

ゼロとなる。よって，

v（x）＝Ax β2

である。これより，

V（X, K）＝AK（X/K）β2
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である。x ≥ x－のとき投資が実行されるとすると，

投資が実行される時刻では，v'（x－）＝１だから

Aβ2x
－ β2x－－1 ＝１ 

であるので，v（x－）＝x－/β2 となる。さらに，境界条

件 v（x－）＝x－－１より

x－＝
β2

β2－1

が得られる。このことから，投資は

X
K ≥ x－≡

β2
β2－1

＞１

が満たされる時刻で実行される。ここで，

β2 ＝ 12
－
δ2－δ1
σ 2
＋ δ2－δ1

σ2 σ2－ ＋
2δ21

2（ ）2 , 

σ2＝σX
2＋σK

2－2σXK

である。f（β2, σ）≡（1/2）σ2β2（β2－１）＋（δ2－δ1）β2
－δ2＝０の両辺を σで全微分すると，

∂f
∂β2

∂β2
∂σ ＋

∂f
∂σ ＝０

が得られる。ここで，

∂f
∂β2
＝σ2 δ2－δ1

σ2 σ2－ ＋
2δ21

2（ ）2 ＞０

であり，

∂f
∂σ ＝σβ2（β2－１）＞０

なので，

∂β2
∂σ ＜０ 

となることが分かる。つまり，σが増大すると，

β2 が減少する。したがって，β2/（β2－１）は増大

する。このことは，比率 X/Kに関するリスクの

ボラティリティーσX
2＋σK

2－2σXKが増大すると，

それにつれて，投資の閾値 x－が大きくなることを

意味する26。時刻 tにおける収益の現在価値は

X（t）＝k
θγ（t）
δ1
｛１－e－δ1T｝,  δ1＝μ－αX 

であるから，最適な投資の実行時期は，確率過程

θ（t）のサンプル経路が

k
θγ（t0）
δ1
｛１－e－δ1T｝≥ 

β2
β2－1

K（t0）

を満たす t0 となる。

７．事例３：投資の調整費用と不可逆性

　企業の実物投資行動を的確にモデル化すること

は，マクロ経済の動学理論および企業行動の理論

を構築するうえで，極めて重要な役割を担ってい

る。周知の通り，企業の投資行動の伝統的な静学

理論では，資本の限界収益と資本のユーザー・コ

ストとが一致するように投資が決定されると想定

されてきた。この静学的なモデルでは，企業は費

用をかけずに瞬時のうちに資本ストックが調整可

能であると仮定されている。しかし，資本ストッ

クを調整する際には調整費用が発生するという認

識が重要視されるならば，そして，収益の将来予

想が現在の投資に影響を与えるという想定が現実

性をもたらすならば，投資行動は確率動学的な枠

組みの中で定式化されなければならない。企業の

投資行動を確率動学的なモデルに基づいて分析す

る研究の代表的な文献は，Pindyck（1982），Abel

（1983, 85），Abel and Eberly（1994, 96, 99）など

である。他方で，Arrow（1968 年）の指摘以降，

企業の投資行動における投資の不可逆性の問題も

重要視されつつあった。投資の不可逆性とは，企

業がある投資を実行した後，その投資を取り消し

て，投資がなかった状態に戻すことはできないこ

とをいう。いったん据え付けられた資本設備は企

業固有のものであり，あるいは産業固有のもので

あり，他の産業等に転用することは困難である。

投資が不可逆的であるとは，建設した資本設備を

中古市場で売却できない場合に相当する。中古市
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場で安く売却できる場合には，部分的不可逆性と

いわれている。この投資の不可逆性を考慮して企

業の投資行動を分析する手法としてリアル・オプ

ションの考え方が採用されてきた。典型的な研究

は Bernanke（1983），Bertola and Caballero

（1994），Abel and Eberly（1996），Abel et 

al.（1996）などである。

　この節では，投資の調整費用と不可逆性を明示

的に定式化した投資行動のモデル分析を行う。資

本と労働を投入してある商品を生産する企業を考

える。企業は需要サイドで発生する外的撹乱に依

存する操業利潤を得ていると仮定する。時刻 tで

のこの操業利潤の大きさを π（K（t）, X（t））と表記

する。K（t）と L（t）は時刻 tでの資本ストックと労

働投入量，X（t）は時刻 tでの需要サイドでの撹乱

項である。

　生産は生産関数

F（L, K）＝LαK1－α, ０＜ α＜１. 39

にしたがって行われる。企業が直面す需要曲線は

P（t）＝Q（t）（1－φ）/φX（t）ϕ, φ ≥ 1, ϕ＞ 0, 40

で与えられる。ただし，P（t）は時刻 tでの市場価

格，Q（t）は市場での総供給量。市場が完全競争市

場であるとき，関係式φ＝１が成立する。ϕ＝１

であるとき，市場価格は撹乱項に比例する。Q＝

NF（L, K）（N＝１は企業の総数）と仮定する。操業

利 潤 は wを 賃 金 率 と す る と き，π（K, X）＝

P（t）LαK1－α－wL（t）で与えられる。この操業利潤

は具体的に計算すると，

π（K（t）, X（t））＝hX（t）νK（t）β, 41

となる。ただし，

h＝（１－ α
φ）（

α
φ ω
1 ）（

α
φ
）/（１－ α

φ
）,

ν＝
φφ
φ－α＞ 0,

β＝
1－α
φ－α ≤１.

明らかに，πK＞ 0, πKK ≤ 0, πX＞０。利潤は資本ス

トックの凹関数となっている。ν＞１ならば，利

潤は外的撹乱の凸関数となっている。ν＜１なら

ば，利潤は外的撹乱の凹関数となっている。ν＞

１となるのは，ϕ＞１－ α/φが成立するときだ

けである。このことは，資本の限界収入が資本の

減少関数となるが，パラメターに依存して外的撹

乱の減少関数，あるいは増加関数になることを意

味する27。市場が完全競争的であれば，利潤は資

本の線形関数となる。

　外的撹乱項を支配する確率微分方程式を定式化

するに当たって，幾つかの考え方が存在する。代

表的には，幾何ブラウン運動，平均回帰確率過程，

幾何ブラウン・ポアッソン過程で表現されている。 

幾何ブラウン運動は

dX（t）＝μX（X（t））dt＋σX（X（t））dz, 42

と表現される。ここで，zは標準ブラウン運動で

ある。このケースでは，Xのドリフトの大きさと

分散係数が

μX（X）＝μX, σX（X）＝σX X

で与えられる。平均回帰確率過程による表現では，

dX（t）＝ι（μX－X（t））dt＋σX X（t）dz（t）, 43

となる。ここで，ιは平均への回帰のスピード，

μXは長期的需要水準，σXはボラティリティーを

表わす。幾何ブラウン・ポアッソン過程で表現さ

れるケースでは，

dX＝（μX－λ
~
k）X（t）dt＋σX X（t）dz（t）

　　　　　　　　　＋kX（t）dN（t）, 44

となる。Nはポアッソン過程，λ
~
はポアッソン過

程の到着率，kはジャンプの大きさを表現する。

　資本ストックは 

dK（t）＝（I（t）－δK（t））dt, 45

に従って増加する。ここで，I（t）は時刻 tでの投
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資量，δは減価償却率である。資本ストックを増

加させるときの直接的費用は資本財の購入費用で

ある。資本ストックの変更には調整費用がかかる。

投資の総費用は調整費用を含めて，c（I, K）と表記

する。 投資の総費用 c（I, K）は Iに関して厳密に

凸，原点 I＝０を除いて連続であると仮定する。

原点で，右側微係数が左側微係数よりも大きい

ケースを認める。即ち， 

lim
h→0

cI（0＋h, K）≥ lim
h→0

cI（0－h, K）,  h＞０ 

と仮定する。企業は将来利潤の期待現在価値を最

大化する。企業の現在価値 Vは

V（K（s）, X（s））＝ma
I
x Es［ #

∞

０
｛π（K（t＋s）,

X（t＋s））－c（I（t＋s）, K（t＋s））｝e－μtdt］ 46

と定義される。ここで，Esは時刻 sでの期待値を

とるオペレータ，μは投資家が要求する割引率で

ある。動的計画法を用いて，現在価値 Vが満た

すべき条件式

μV（K, X）＝ma
I
x｛π（K, X）－c（I, K）＋ 1dt EsdV｝ 47

を導出することができる。左辺は投資家が要求す

る収益率，右辺は投資から得られる収益率の最大

値となっている。投資から得られる収益率は粗利

潤 π（K, X）－c（I, K）とキャピタル・ゲイン EdV/dt

からなる。外的撹乱が幾何ブラウン運動に支配さ

れる場合だけを考える。この場合，伊藤のレンマ

を適用して，

Vs＋ma
I
x［A（s）V＋π（K, X）－c（I, K）］＝μV（K, X）,

を得ることができる。ただし，

A（s）V＝（I－δK）VK＋μX（X）VX＋
1
2 σX（X）2VXX.

である。Vs＝０であるから，

max［π（K, X）－c（I, K）＋（I－δK）VK＋μX（X）VX 

＋ 12 σX（X）2VXX］＝μV（K, X）, 48

が成立つ。q＝VKと定義すると，qは資本の限界

価値 qと理解される。最適投資 I * は関数

ψ（I; K, X）≡IVK－c（I, K） 

を最大化する Iである。従って，最適投資は q（＝

VK）と Kの関数となる。これを I *＝I *（q, K）と表

現する。投資の総費用関数が微分可能であるなら

ば，最適投資の第一階の条件は cI（I *, K）＝qであ

る。しかし，投資の総費用関数は原点で微分可能

ではないので，資本の限界価値 qが区間［cI（0, K）－, 

cI（0, K）＋］の内部に位置する限り，最適投資はゼ

ロとなる。このことを要約的に表現すると，

cI（I *, K）＝q, when  q＞ cI（0, K）＋,

I *＝0, when  cI（0, K）＋ ≥ q ≥ cI（0, K）－,

cI（I *, K）＝q,  when  cI（0, K）－＞ q

となる。q＞ cI（0, K）＋が成立つ範囲では，最適投

資は正の値ととるが，q＜ cI（0, K）－が成立する範

囲では，最適投資は負となり，資本財を構成する

既存設備や機械などが売却されることとなる。こ

うして，投資の総費用関数が原点で屈折している

限り，最適投資政策は Ss タイプのトリガー政策

となる。qu＝cI（0, K）＋が正の投資が開始されると

きの，限界価値の閾値であり，ql＝cI（0, K）－が投

資財を売却し始めるときの閾値となる。投資の総

費用関数が厳密に凸関数となっていると想定でき

る限り，最適投資は限界価値 qの増加関数となっ

ている。

　資本の限界価値 qの経済的な意味を調べるため

に，48式を Kに関して微分すると，

πK（K, X）－cK（I *, K）－δq＋qK（I *－δK）＋μX（X）qX

　　　  ＋ 12 σX（X）2qXX＝μq 49

が得られる。49式は

A（t）q＋πK（K, X）－cK（I *, K）－（μ＋δ）q＝0 50
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とコンパクトな形式で表現できる。ファインマン

-カッツの定理を適用すると，投資の限界価値 q

は

q（t, K, X）＝Et［ #
∞

０
｛πK（K（t＋s）, X（t＋s））

 －cK（I（t＋s）, K（t＋s））｝e－（μ＋δ）sds］　51

と表現されることが分かる。ここで，境界条件

limT→∞q（T, K, X）e－（μ＋δ）T＝０を仮定した。この表

現によれば，資本の限界価値 qは投資から将来得

られるであろう総限界収入の期待値の現在価値に

他ならない。

　投資の総費用関数（the gross cost function of 

investment）として以下のものを仮定する。

 a1K＋b1I＋η1I γ1Kγ2, when  I＞０,

c（I, K）＝ 0,  when  I＝０,

 a2K＋b2I＋η2| I |γ1K γ2, when  I＜０.

　ただし，a1, a2 ＞ 0, b1 ＞ b2 ＞ 0, η1, η2 ≥０を仮

定する。この関数形は投資理論の文献で採用され

てきた関数形，例えば，Abel and Eberly（1994）

を一般化した形式を持っている。この関数形その

ままで解析的な表現を求めて，分析をすることは

非常に困難である。ここでは，特殊ケースである，

a1＝a2＝γ2＝０の場合に分析を進める。この場合，

投資の総費用関数は

 b1 I＋η1 I γ1,  when  I＞０

c（I, K）＝c（I）＝ 0,  when  I＝０,

 b2 I＋η2| I | γ1,  when  I＜０

となる。b1 は資本財の購入価格，b2 は資本財の

売却価格を意味する。資本の限界価値が売却価格

と購入価格の間に位置する場合，投資額はゼロと

なる。最適投資政策は

（I *）γ1－1＝（q－b1）/（η1γ1）＞ 0, when q＞ b1,

I *＝０, when b1 ≥ q ≥ b2,

（－I *）γ1－1＝－（q－b2）/（η2γ1）＞ 0, when b2＞ q

と表現できる。

　β＝1のケースは，Abel and Eberly（1994）と同

じモデルとなるので，結論も同じとなる。ここで

は，β＜１のケースを考察する28。資本の限界価

値 qの挙動は49式に支配される。b2 ＜ q＜ b1 の

とき，投資はゼロなので，

βh X νK β－1－δq－qKδK＋μX XqX＋
1
2 σX

2X 2qXX＝μq

が成立する。この偏微分方程式の解は

q（K, X）＝AX νK β－1＋B（X）, 

と仮定できる。第１項が特殊解，第２項は斉次解

となっている。斉次解 Bを B（X）＝BX θとおくと，

θが以下の特性方程式を満たさなければならない

ことが分かる。

　　 12 σX
2θ（θ－１）＋μXθ－（δ＋μ）＝０. 52

この特性方程式は異なる２つの解 θ1, θ2 を持ち，

θ1 ＞ 1, θ2 ＜０である。かく乱項がゼロとなると

き，値が有限であるためには，X θ2 の項は存在し

得ない。よって，

B（X）＝BX θ1.

特殊解を元の偏微分方程式に代入すると，Aが

A＝
βh

μ＋βδ－νμX－　ν（ν－１）σX
21

2

と定まる。資本の限界価値が b1 に到達するとき，

正の投資が起こり，資本の限界価値が b2 に到達

するとき，負の投資が起こる。q＝b1, q＝b2 にお

ける境界条件（連続性，平滑接続の条件）を用いる

と，正の投資が発動される閾値 X1 および負の投

資が発動される閾値 X2 を求めることができる。

例えば，正の投資が発動される閾値 X1 は具体的

に

X1＝［
b1

1－ν/θ1 βh

μ＋βδ－νμX－ν（ν－1）σX
2/2

K1－β］1/ν,

と求まる。閾値 X1 の大きさは，b1, θ1, ν, Kに依存
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している。利潤関数が撹乱項 Xの凹関数である

とき，つまり ν＜１のとき，閾値 X1 の大きさは

資本財の購入価格の増加関数となる。資本財の価

格の上昇は投資を減少させるように働く。また，

資本ストックが拡大するにつれて，他の事情を一

定として，投資は減少する。同じように，外的撹

乱のボラティリティーの増加は閾値 X1 を上昇さ

せる。言い換えると，不確実性のボラティリティー

が増大するにつれて，投資が引き下げられること

も分かる。しかし，ν＞１のときには，この結論

は必ずしも成立しない。一般的には，不確実性の

ボラティリティーの増大が投資を引き下げるよう

に働くか否かはパラメターの大きさに依存してお

り，不確実性のボラティリティーと投資との間に

単調な関係が必ずしも成立たない。

８．事例４：投資費用に不確実性を持つ
投資プロジェクト

　投資プロジェクトが一括投資として短時間のう

ちに実現可能であると想定できるような投資プロ

ジェクトの事例では投資費用の不確実性は無視で

きる。しかし，投資プロジェクトが長期に渡って

維持される場合，投資費用に関する不確実性が重

要であり，投資プロジェクトの途中段階において，

プロジェクトを放棄するような政策が望ましいこ

とも起こりうる。ここでは，そうした事例を取り

上げる。事例２で取り上げた投資タイミングの事

例では，投資費用が初期時点では不確実性を伴っ

ているとしても，投資プロジェクトは短期的にあ

るいは瞬時的に実行可能であると想定されてい

た。もし投資プロジェクトが長期にわたって続行

されなければならない場合，どれほどの総投資額

が実際に必要とされるかという不確実性問題だけ

のみならず，将来のどの時点で投資プロジェクト

が完了できるのかという不確実性の問題も発生す

る。時刻 tにおいて，投資プロジェクトが完了す

るまでに必要と予想される必要投資額を Kで表

現する。言い換えると，K（T）＝０となるような

時刻 Tで投資プロジェクトは完了する。時刻 tで

予想される必要投資額 K（t）は確率微分方程式

dK（t）＝－I（t）dt＋σK K（t）dzK

 ＋σw I（t）K（t）dw　53

に従うと仮定する29。ここで，I（t）は時刻 tでの

投資額，dzKは投資費用の中で要素価格等の変動

に起因する不確実性を表現する標準ウイーナー過

程の増分，dwは投資費用の技術的不確実性など

を表現する標準ウイーナー過程の増分である。完

成までに必要とされる投資額は実際に投資された

額が増加すれば，減少する。上式の右辺第１項は

この事実を表現する。第２項は経済環境の変動に

起因するリスクを表現し，このリスクは金融資産

のリスクとある種の相関関係を持つと想定でき

る。第３項は，技術的なリスクを表現しているの

で，金融資産市場におけるリスクとは相関を持た

ない。このリスクは完全に分散化可能なので，こ

のリスクに対するリスク・プレミアムはゼロであ

る。投資プロジェクトが完了した後に生み出され

るキャッシュフローの価値（投資プロジェクトの

価値）Vは

dV（t）＝αVV（t）dt＋σVV（t）dzV 54

に従うと仮定する。dzVは標準ウイーナー過程の

増分である。dzVと dzKは相関係数 ρVKを持つ。簡

単化のために，瞬時的投資額 I（t）は上限が kに定

められていると仮定する。つまり，k ≥ I ≥０とす

る。F（V, K）を投資オプションの価値とする。投

資オプションの価値は

F（V, K）＝ma
I
x E0［Ve－μT－ #

0

T
I（t）e－μtdt］ 55

と定義される。このときの，最大化の制約条件は，
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必要投資額 Kのダイナミックスを支配する確率

微分方程式53と投資からの収益 Vのダイナミッ

クスを支配する確率微分方程式54である。投資プ

ロジェクトの完成時刻 Tは K（T）＝０を満たす確

率変数である。ハミルトン -ヤコビ -ベルマンの

方程式は

Ft＋m
I（t）
ax［－I（t）＋FVαVV－FK I（t）

 ＋ 12 FVVσV
2V 2＋ 12 FKKσK

2K 2＋FVKVKσVK

 ＋ 12 FKKσw
2 I（t）K］＝μF 

となる。係数がすべて時間に依存しないので，Ft

＝０が成り立つ。

　ここで，コンビニエンス・イールドを明示的に

モデルに取り込むならば，このハミルトン -ヤコ

ビ -ベルマンの方程式は以下のように修正されな

ければならない。ポートフォリオ複製の手法を用

いることにする。この手法が実現可能となるため

に，必要投資額 Kと同一のリスクに支配される

資産が存在し，その価格 Xが

dX
X ＝αX dt＋σX dzK

に従うと仮定する。投資プロジェクトを１単位，

n1 単位の生産物のショート・ポジション，n2 単

位の資産 Xのショート・ポジションから構成さ

れるポートフォリオ Yを考える。Y＝F－n1V－

n2 X。

dY＝dF－n1dV－n2dX 

 ＝Ft dt＋FV dV＋FK dK

 　＋［ 1
2

FVV σV
2V 2＋ 1

2
FKKσK

2K 2＋FVKVKσVK

 　 ＋
1
2 FKKσw

2 I（t）K］dt－n1dV－n2dX 

このポートフォリオを保有することに伴って，投

資支出＋コンビニエンス・イールド

I（t）dt＋δ1n1Vdt＋δ2n2Xdt

の支出が必要とされるので，期間（t, t＋dt）におけ

るポートフォリオ Yの収益率は

Ft dt＋FVαVVdt－FK Idt

 ＋（FV－n1）σVVdzV＋（FKKσK－n2XσX）dzK

 ＋FKσw I（t）K（t）dw

 ＋［ 12 FVVσV
2V 2＋ 12 FKKσK

2K2＋FVKVKσVK

 ＋ 12 FKKσw
2 I（t）K］dt

 － ［n1αVV＋n2αX X＋I＋δ1n1V＋δ2n2 X］dt

となる。ここで，n1＝FV, FK KσK＝n2XσXとおくと，

dzV, dzKの項が消去される。このとき，ポートフォ

リオの期待収益率はリスクフリー利子率と一致す

る必要がある30。よって，

Ft＋FVαVV－FK I＋ 12 FVVσV
2V 2＋ 12 FKKσK

2K2

＋FVKVKσVK＋
1
2 FKKσw

2 I（t）K－αV FVV－α~ K FKK

 －I－δ1FVV－δ2FKK＝r（F－FVV－FKK）

が成立する。ただし，α~ K＝αXσK/σXとおいた。コ

ンビニエンス・イールドは

δ1＝r＋λσVρVM－αV, δ2＝r＋λσXρXM－αX

と与えられている。こうして，コンビニエンス・

イールドを明示的にモデルに取り込むならば，ハ

ミルトン -ヤコビ -ベルマンの方程式は，

m
I（t）
ax［－I（t）－FK I（t）＋FV（r－δ1）V

＋FK（r－δ2－α
~

K）K＋
1
2 FVVσV

2V 2＋ 12 FKKσK
2K2

 ＋FVKVKσVK＋
1
2 FKKσw

2 I（t）K］＝rF

と修正されなければならない。このハミルトン -

ヤコビ -ベルマン方程式は投資 Iの線形関数なの

で，最適な投資政策は

I（t）＝
 k, 12FKKσw

2K－FK－１≥０の場合

 0,  その他の場合

となる。 12
FKKσw

2K－FK－１＝０で与えられる

K *（V）が投資のトリガー水準で，K＜ K *（V）に

⎧―
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なるとき，投資を続行する。ハミルトン-ヤコビ-

ベルマン方程式は，K＝K *（V）を境界として，K

＞ K *（V）の場合 , 

FV（r－δ1）V＋FK（r－δ2－α
~

K）K＋
1
2 FVVσV

2V2

 ＋
1
2 FKKσK

2K2＋FVKVKσVK＝rF,

K＜ K *（V）の場合

－k－kFK＋FV（r－δ1）V＋FK（r－δ2－α
~

K）K

  ＋ 12 FVVσV
2V2＋ 12 FKKσK

2K2

 ＋FVKVKσVK＋
1
2 FKKσw

2kK＝rF

と分離できる。投資プロジェクトが完成したとき，

工場から生産が開始されるので，投資プロジェク

トの価値は工場の価値 Vに転化する。投資総額

が無限大になるにつれて，投資プロジェクトの価

値はゼロになる。また，工場からの収益がゼロに

近づくにつれて，投資の価値はゼロとなる。これ

らをまとめると，境界条件は，

 F（V, 0）＝V,

 lim
K→∞ F（V, K）＝０,

 lim
V→0 F（V, K）＝０,

1
2 FKK（V, K *）σw

2K *－FK（V, K *）－１＝０

で与えられる。さらに，F（V, K）, FK（V, K）は K *（V）

で連続であるという条件が満たされる必要がある。

　こうして定式化されたハミルトン -ヤコビ方程

式を解析的に解くことは困難である。幾つかの特

殊ケースに対しては，解析的な解を求めることが

できるが，一般的には数値計算が必要である。

Pindyck（1993）は収益 Vに不確実性が存在しない

ケース，つまり，αV＝0, σV＝０のケースに対して，

数値計算を用いて，Fの具体的な関数形を描いて

いる。

９．事例５：R&D投資プロジェクト

　この節では，企業の研究開発投資に関わる意思

決定問題をリアル・オプションズ・モデルとして

定式化して，分析することを取り上げる31。新し

い製品を開発して，それを新規市場に投入しよう

としている企業を考える。研究開発への投資に

よって新製品が開発できたとき，企業はその製品

の生産に関わる特許を申請し，獲得する。認可さ

れた特許のもとで，代替的な特許が申請されるま

での期間では，企業は独占的な利益を入手できる

とする。特許を取得することによりもたらされる

キャッシュフロー（利益）πは幾何ブラウン運動

dπ
π ＝ μX dt＋βσmdzm＋σI dzI, 

に従うとする。ここで，zmは標準ウィーナー過

程で市場リスクを代表する。zIは市場リスクとは

独立な個別的リスクを表現する標準ウィーナー過

程である。 μXはキャッシュフローの期待成長率

であり，βはCAPMベータ値，σmは市場リスク

のボラティリティー，σIは個別リスクのボラティ

リティーである。総リスクを wで表記すると，

dw＝
βσm

σ dzm＋
σI

σ dzI, σ＝ β2σm
2＋σ I2，

と定義できて，キャッシュフローの挙動を支配す

る確率微分方程式は

dπ
π ＝μX dt＋σdw 56

となる。時刻 tでのパテントの現在価値 V（t）は

V（t）＝Et［ #
t

T

e－μ（τ－t）π（τ）dτ］,

で与えられる。ここで，μは投資家が要求するリ

スク調整済みの割引率で，CAPMによれば，μ＝

r＋βλmを満たしている。λmはリスクの市場価格
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である。新製品市場に新規参入者が現れなければ，

T＝∞となる。よって，t＝Tでの境界条件が

V（T）＝

 ０,  市場が完全競争市場となる

とき，

 aπ（T）,  独占が維持される，あるい

は寡占になるとき，

となる。ここで，a＞０は市場が独占になるか，

あるいは寡占となるかに依存して決まる定数であ

る。時刻 T以降に市場が完全競争市場となると

き，パテントの現在価値 V（t）は

V（t）＝
π（t）
μ－μx［１－ e－（μ－μX）（T－t）］,

と表現される。新規参入者が現れず，独占状態が

永続するときは，パテントの現在価値 V（t）は

V（t）＝
π（t）
μ－μx ,

となる。

　R&D投資プロジェクトは通常成功するまで長

い時間を要し，その間に学習効果が働いている。

R&D投資が成功するか否かの技術的な不確実性

のみならず，プロジェクトが成功するまでにどれ

ほどの費用が必要とされるかの不確実性も存在す

る。このようなR&D投資に関わる不確実性を明

示的に定式化する方法は，R&D投資の文献では，

大まかに二種類に分類できる。第１は，飛躍型マ

ルコフ過程を採用する方法であり，他の方法は連

続型拡散過程を適用することである。R&D投資

の標準的なモデルでは，R&D投資に関わる不確

実性はR&D投資の大きさに依存するハザード率

（到着率）で特徴付けられるポアッソン過程によっ

てモデル化されている。最も簡単なモデルは以下

のように定式化される。新製品開発を目指す企業

が固定的初期費用 CFを投入してR&Dプロジェ

クトを開始し，プロジェクトの期間中フローの投

資額 Iを投入し続けると，開発の成功は一定のハ

ザード率 λのポアッソン過程に従う。このハザー

ド率は投資の累積額Kに依存すると同時に，

R&D期間を通して支出されるフローの投資額 I

にも依存する。ハザード率 λは投資の累積額K

の増加関数，フローの投資額 Iの増加関数である

とする32，λ（t）＝λ（K（t）, I（t））。投資の累積額 K（t）

は

K（t）＝CF＋ #T1
t

I（τ）dτ,

と定義できる。R&Dプロジェクトの現在価値は

E0［e－μT1｛ #
T1

∞

（V（t）λ（K, I）

 －I（t））e－λ（K, I）（t－T1）e－μ（t－T1）dt－CF］,

と定義される。ここで，T1 は R&Dプロジェクト

を実施に移す時点を表わす。時刻 tで新製品の開

発に成功すれば，パテントが入手できる。時刻 t

以前までにはR&Dが成功せず，期間（t, t＋dt）

内で成功する確率は λ（K, I）exp｛－λ（K, I）t｝であ

る。時刻 tまで成功しない確率は exp｛－λ（K, I）t｝

である。企業は成功するまで投資額 Iを支出し続

ける必要がある。

　次に，R&Dプロジェクトの不確実性を連続型

拡散過程を適用してモデル化する代替的方法につ

いて考える。R&Dプロジェクトは固定的初期費

用 CFを投入し，プロジェクトの期間中フローの

投資額 Iを投入し続ける必要があると仮定する。

R&Dに成功するためには，R&Dの進歩がR&D

の目的が要求する困難度を超える必要があると想

定し，この困難度はR&D投資が進んだ距離に

よって測る。新製品の開発に成功するために必要

な困難度（R&Dの進歩が超えなければならない

距離）を L
―
とする。R&Dが成功する時刻を T2 と

すると，R&Dプロジェクトの現在価値は

E0［e－μT1｛V（T2）e－μ（T2－T1）－#
T1

T2
I（τ）e－μ（τ－T1）dτ－CF｝］,

⎧―
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で表現される。目標地点までの距離 L
―
とR&Dプ

ロジェクトが進んだ距離の差が，成功するために

進まなければならない残された距離である。距離

L
―
と時刻 tまでにR&Dプロジェクトが進んだ距

離の差を L（t）とすると，成功時刻 T2 は L（T2）＝

０を満たす最小の時刻と定義される。初期条件と

して，L（0）＝L
―
を想定する。成功までに進むべき

距離 L（t）は確率微分方程式

dL＝－f（I）dt＋σl IL dzl－νdN（t）,

に従うと仮定する33。ここで，Nはハザード率 λ

のポアッソン過程，νはポアッソン過程の飛躍の

大きさ，zl は費用の不確実性を表現する標準

ウィーナー過程である。f（I）と λはR&Dのフ

ロー投資額 Iの増加関数で，凹関数であるとする。

f（I）の最も簡単な関数形は f（I）＝Iである。

　最後に，リアル・オプションズ・モデルで頻繁

に採用されている第３の代替的定式化を考えよ

う34。R&Dが成功するために実際に必要とされ

る総費用は確率変数で，K
~
と表現する。確率変数

K
~
の期待値は K＝E［K

~
］である。R&Dが成功す

るためには時刻 tで K（t）の額の投資が（平均的に）

必要とされる。新製品の開発に成功する時刻 T2

は，成功に必要な総費用がゼロとなる時点，つま

り K（T2）＝０を満たす時刻となる。初期条件とし

て，K（0）＝K
―
を想定する。新製品の開発に成功

するために要求される予想費用 K（t）は確率微分

方程式

dK＝－Idt＋σk IK dzk＋λkσmdzm,

に従うと仮定する。ここで，zmは市場リスクを

表現する標準ウィーナー過程，zkは市場リスクと

独立なリスクを表現する標準ウィーナー過程とす

る。この式の右辺の第２項はR&D技術の不確実

性から発生する費用のリスクを表現している。第

３項は要素価格などの市場変数の不確実性から生

まれるリスクを表現する。

　分析を簡単化するために，最も単純なケースを

取り扱うことにする35。パテントを取得後，新規

参入企業は現れず，独占的地位が永続するケース

を考える。さらに，R&D技術の不確実性は一定

なハザード率を持つポアッソン過程によって定式

化できるとする。このとき，パテントの現在価値

は V（t）＝π（t）/（μ－μX）で表現されるので，パテ

ントの現在価値 V（t）は確率微分方程式

dV
V
＝μX dt＋σdw 

に従う。企業はR&Dを開始するに当たって，初

期固定投資額 CFを投入し，プロジェクトを維持

している期間中にフロー投資額 xを支出するとす

る。フロー投資額 xは時間に依存せず，一定であ

ると想定しよう。新製品開発が成功するハザード

率 λはフロー投資額 xの増加関数で，凹関数とす

る。λ＝λ（x）. R&Dプロジェクトの現在価値 Wは

W（V（0））＝m
x
ax E0［e－μT1｛ #

T1

∞

V（t）λ（x）e－λ（x）（t－T1）

 e－μ（t－T1）dt－
x

μ＋λ（x）－CF｝］

＝m
x
ax E0［e－μT1（

λ（x）V（T1）
λ（x）＋μ－μx

－
x

μ＋λ（x）－
CF）］.

 57

で定義される。右辺の第１項 λ（x）V（T1）/（λ（x）＋μ

－μX）はプロジェクトが成功した時点でのパテン

トの割引現在価値であり，第２項 x/（μ＋λ（x））

＋CFは総投資費用の割引現在価値に他ならない。

R&Dプロジェクト実施中の最適投資政策は

V（T1）（μ－μX）λ'（x*）
（λ（x*）＋μ－μx）2

＝
λ（x*）＋μ－x*λ'（x*）
（λ（x*）＋μ）2

 58

を満たさなければならない。R&Dが成功する予

想時刻 T2 は E0［T2－T1］＝1/λ（x*）により決まる。

　R&Dプロジェクトが開始されるまでの時刻で

は（t＜ T1），R&Dプロジェクトの現在価値 Wは
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偏微分方程式

1
2 σ

2V 2W''＋μXVW'－μW＝0,  59

に従って変動する。境界条件は以下の２条件とな

る。t＝T1 における連続性の条件から

W（V *）＝ λ（x*）V *
λ（x*）＋μ－μx

－
x*

μ＋λ（x*）－
CF.

平滑接続の条件から

WV（V *）＝
λ（x*）

λ（x*）＋μ－μx
.

偏微分方程式59の一般解は

W（V）＝BV β1,

とおくことができる。ただし，Bは未定係数で，

β1 は特性方程式

g（β）＝ 12 σ
2β（β－１）＋μxβ－μ＝０

の解のなかで１よりも大きい解である（β1 ＞１）。

２つの境界条件を用いると，実施時刻を定める閾

値 V * と未定係数 Bの具体的な表現

V *＝
β1

β1－1
（ λ（x*）＋μ－μx

λ（x*）
）（

x*
λ（x*）＋μ＋

CF）， 60

B＝
1
β1
（ λ（x*）
λ（x*）＋μ－μx

－ x*
μ＋λ（x*）

－CF）（V *）－β1

が得られる。式60を変形すると，不等式 β1/（β1－

１）＞１から

 
λ（x*）

λ（x*）＋μ－μx
V（T1）＝

β1
β1－1
（

x*
λ（x*）＋μ＋

CF） 

＞
x*

λ（x*）＋μ＋
CF

なる関係式が成立する。この関係式は，企業が

R&Dプロジェクトの将来収益に関わる不確実性

を考慮するならば，マーシャル的な損益計算に依

拠する場合に比べて，R&Dプロジェクトの実施

時期が先送りされること，言い換えると，R&D

プロジェクトの実施により慎重になることを含意

する。

10．事例６：２段階複合リアル・オプショ
ンズ

　事例２での投資プロジェクトの実施時期の決定

問題のモデルでは，投資プロジェクトが生み出す

キャッシュフローの現在価値計算の中には，操業

停止オプションの価値および生産からの撤退オプ

ションの価値は含まれていなかった。投資プロ

ジェクトが実際に実行された後に，操業を停止し

たり，あるいは生産から撤退して設備を売却する

オプションを取ることは可能である。このような

場合，投資オプションの価値は操業停止オプショ

ンの価値および生産からの撤退オプションの価値

にも依存する。このように，ほとんどの投資オプ

ションは複合オプションとしての構造をもつこと

になる36。ここで，このような複合オプションを

考慮したオプション価格の確率計算の事例を鉱山

開発投資プロジェクトの評価問題から取り上げ

る。開発対象となっている鉱山から産出される鉱

物商品（例えば，銅や石炭，原油）の直物価格 P

は以下の幾何ブラウン運動

dP
P ＝αP dt＋σP dzP

に従う。dzPは商品価格のリスクを支配する標準

ウイーナー過程の増分である。鉱物商品を在庫と

して保有することはコンビニエンス・イールド C

を生む。このコンビニエンス・イールドは商品の

直物価格の関数 C（P, t）であると仮定する。簡単

化のために，C（P）＝ δPとする。この商品の先物

価格，時刻 Tで受け渡される商品の時刻 tにおけ

る価格を F（P, τ）, τ＝T－tとする。伊藤の公式を

適用すると，
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dF＝（－Fτ＋
1
2 FPPσP

2P2）dt＋FPdP 62

となる。商品を１単位購入し，1/FP単位の先物

契約をショート・ポジションで保有する投資家は

時間（t, t＋dt）の間に収益率

dP
P ＋

δPdt
P －

dF
PFP
＝（PFP）－1［FPδP－

1
2 FPPσP

2P2

　　　　　　　　　　　　　　  ＋Fτ］dt 

を得ることができる。左辺の第２項は商品を保有

することから得られるコンビニエンス・イールド

の大きさを表す。このポートフォリオにはリスク

がないので，収益率はリスクフリー利子率 rに等

しい。このことから，偏微分方程式

1
2 FPPσP

2P 2＋FP（r－δ）P－Fτ＝０

が成立する。境界条件は先物価格が満期時点で直

物価格に一致する条件

F（P, 0）＝P

である。この偏微分方程式を式62に代入すると，

先物価格が満たすべき確率微分方程式

　　dF＝FP（αP－r＋δ）Pdt＋FPσP PdzP 63

が得られる。 

　鉱山を操業しているときには，生産量 qは区間

［d
―
, d
―
］の間の値を取りうるとする。操業停止し

ているときの生産量はゼロである。操業中の鉱山

を操業停止する際には，操業を停止するための調

整費用 K1 が発生するととも，生産を再開する際

にも生産再開のための費用 K2 がかかる。このこ

とから，鉱山の価値 Vは，現在操業中であるか，

操業停止中であるかに依存する。鉱山の埋蔵量を

Qとし，資源の埋蔵量に関する技術的経済的なリ

スクは存在しないと仮定する。鉱山の価値 Vは ,

鉱山が産出する鉱物商品の市場価格 Pおよび埋

蔵量 Qに依存する。同時に，この価値はどのよ

うな操業政策を採用するかにも依存する。鉱山の

操業政策を ψと表記する。生産を行なうオプショ

ンを j＝１，操業を停止するオプションを j＝０

で表現すると，操業政策 ψは，各時刻 tにおいて，

jの値を定めることと，生産するときの最適な生

産量水準 q* を定めることである。投資プロジェ

クトの現在価値は V＝V（P, Q, t ; j, ψ）と表現でき

る。各時刻 tにおいて jの値を定めることは，操

業停止オプションが発動されるときの臨界的な価

格水準 P1（Q, t），操業再開オプションが行使され

る臨界価格 P2（Q, t），および閉鎖中の鉱山から撤

退するオプションが発動される臨界価格 P0（Q, t）

の値を定めることに他ならない。ψ≡｛q, P0, P1, 

P2｝と表現できる。操業停止と撤退の相違点は，

前者の場合には鉱山を維持するための費用が必要

とされるが，後者の場合には費用がかからないこ

とにある37。時刻 tでの鉱山からのキャッシュフ

ローを π（P, Q, t ; j, ψ）と表記する。Brennan and 

Schwartz に従って，

π（P, Q, t ; j, ψ）＝q（P－A（q））－M（1－j）－ξ jV－T

と定義する。ここで，A（q）は平均生産費用，M

は操業中止での維持費用，ξ jは鉱山に対する比例

的資産税（資産額 Vに対する），Tは鉱山のロイ

ヤルティーおよび法人税である。課税額の内訳に

ついては後で触れる。鉱山の埋蔵量 Qは生産に

伴って

dQ＝－qdt 

に従って減少する。この定式化は，埋蔵量に関す

る不確実性が存在しないことを前提とする。埋蔵

量に関する技術的経済的不確実性の問題はここで

は無視する38。

　鉱山の価値 V（P, Q, t）を支配する方程式を導出

するために，ここで，鉱山を所有する一方で，

VP/FP単位の先物商品契約のショート・ポジショ

ンを保有するポートフォリオ Y＝V－（VP/FP）Fを

作成する。このポートフォリオの瞬時的収益は，
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式63を用いると，

dV＋π－
VP

FP

dF＝［ 12 σP
2P 2VPP－qVQ＋Vt

＋q（P－A）－M（1－j）－T－ξ jV＋（r－δ）PVP］dt

と計算される。この収益には不確実性がない。よっ

て，このポートフォリオの収益はリスクフリー利

子率× Vに等しい。この条件から，お馴染みの

偏微分方程式

1
2 σP

2P2VPP＋（r－δ）PVP－qVQ＋Vt＋q（P－A）

　　　　 －M（1－j）－T＝（r＋ξ j）V 64

が導出できる。

V（P, Q, t）≡m
ψ
axV（P, Q, t ; 1, ψ）,

W（P, Q, t）≡m
ψ
axV（P, Q, t ; 0, ψ） 

と定義すると，V（P, Q, t）は鉱山が操業中である

ときの，時刻 tでの鉱山の現在価値，W（P, Q, t）

は鉱山が操業停止中であるときの，鉱山の現在価

値を表現している。従って，

m
q
ax［ 12 σP

2P2VPP＋（r－δ）PVP－qVQ＋Vt

　　　　　　  ＋q（P－A）－T］＝（r＋ξ1）V, 65 

1
2
σP
2P 2WPP＋（r－δ）PWP＋Vt－M＝（r＋ξ0）W  66

が成立している。境界条件は

W（P0, Q, t） ＝ 0,

V（P1, Q, t） ＝ max［W（P1, Q, t）－K1（Q, t）, 0］,

W（P2, Q, t） ＝ V（P2, Q, t）－K2（Q, t）

とならなければならない。価値関数が滑らかに接

続する条件を課すと，

WP（P0, Q, t） ＝ 0,

W（P1, Q, t）≥ K1（Q, t）のとき ;

 VP（P1, Q, t）＝  WP（P1, Q, t）, 

W（P1, Q, t）＜ K1（Q, t）のとき；

 VP（P1, Q, t）＝０,

WP（P2, Q, t） ＝ VP（P2, Q, t）

が成立する必要がある。当然ながら，埋蔵量がゼ

ロになったときには，鉱山の価値はゼロなので，

V（P, 0, t）＝W（P, 0, t）＝０

である。平均費用 A，維持費用 M，および操業切

り替えにかかる費用 K1，K2 が時間に依存する時

にのみ，鉱山の価値は時間の関数となる。以下で

は，インフレなどの価格変動が存在せず，これら

の費用は時間に依存しないと仮定する。Vt＝０と

なる。

　偏微分方程式65および66の解析解を一般的に求

めることはできない。ここでは，解析解を求める

ために，幾つかの簡単化のための仮定をおく。ま

ず，Q＝∞という極端な仮定をおくことにする。

価値関数 Vは埋蔵量 Qに依存しないことになる。

課税システムに関して，

T（q, P）＝t1qP＋t2q｛（１－t1）P－A｝

と仮定する。ここで，t1 はロイヤルティー支払い

率，t2 は法人税率である。さらに，生産量に関し

て，操業中の生産量は q＝q* と固定されており，

閉鎖中の生産量はゼロとする39。この仮定の下で，

式65は

1
2 σP

2P2VPP＋（r－δ）PVP＋q*（１－t1）（１－t2）P

　　　　　  －q*A（q*）（１－t1）＝（r＋ξ1）V  67

と簡単化される。閉鎖中の鉱山の維持費用がゼロ

であるとする簡単化の仮定（M＝０）をおくと，

66式は

1
2
σP
2P2WPP＋（r－δ）PWP＝（r＋ξ0）W 68

に簡単化される。微分方程式68の解が

W（P）＝B1P
β1＋B2P

β2

となり，67の解が

V（P）＝B3P
β *1＋B4P

β *2＋
mP
ξ1＋δ

－
n

ξ1＋r

になることは容易に分かる。ここで，
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m＝q*（１－t1）（１－t2）, n＝q*A（q*）（１－t1）とおい

た。ただし，

β1＝
1
2－ σP

2
r－δ＋ r－δ

σP
2 σP

2－ ＋
2（r＋ξ0）1

2（ ）2  

β2＝
1
2－ σP

2
r－δ－ r－δ

σP
2 σP

2－ ＋
2（r＋ξ0）1

2（ ）2 ,

β *1＝
1
2－ σP

2
r－δ＋ r－δ

σP
2 σP

2－ ＋
2（r＋ξ1）1

2（ ）2
β *2＝

1
2－ σP

2
r－δ－ r－δ

σP
2 σP

2－ ＋
2（r＋ξ1）1

2（ ）2
である。資産税率が（ξ0＝ξ1）となっているケー

スでは，β1＝β *1，β2＝β *2 となる。以下，このケー

スを仮定しよう。前節まで考察してきた手続きを

繰り返せば，β1 ＞ 1，β2 ＜０および B2＝B3＝０と

ならなければならないことも分かる。よって，

W（P）＝B1P
β1, 69

V（P）＝B4P
β2＋ mP

ξ＋δ－
n
ξ＋r . 70

係数 B1, B4 と，操業切り換えのための臨界価格

P1, P2 は先に定式化した境界条件と平滑接続の条

件から求めることができる。

　投資プロジェクトを評価するためには，投資か

ら得られるキャッシュフローの現在価値の大きさ

と投資の実行に必要な費用を比較する必要があ

る。今までの議論から，投資プロジェクトが生み

出すキャッシュフローの現在価値の大きさは

V（P, Q, t）で与えられることが分かっている。投

資に必要な費用を I（P, Q, t）と表現する。鉱山の

採掘権を購入するとき，いつ鉱山開発の投資を実

行すべきかは，鉱物商品の市場価格の大きさに依

存する。未開発鉱山の採掘権の価値を X（P, Q, t）

と表現する。

X（P, Q, t）＝m
t
a
0
x e－μ（t0－t）

　　　　　 max［V（P, Q, t0）－I（P, Q, t0）, 0］.

鉱山の価値 V（P, Q, t）を支配する偏微分方程式を

導出したのと同じ方法で，投資オプションの価値

X（P, Q, t）が満たすべき偏微分方程式を導出する。

鉱山の採掘投資権を所有する一方で，XP/FP単位

の先物商品契約のショート・ポジションを保有す

るポートフォリオ Y＝X－（XP/FP）Fを作成する。

このポートフォリオの瞬時的収益は，式63を用い

ると，

dX－
VP

FP

dF＝［ 12 σP
2P2XPP＋（r－δ）PXP＋Xt］dt

と計算される。この収益には不確実性がない。よっ

て，このポートフォリオの収益率はリスクフリー

利子率に等しくならなければならない。よって，

1
2 σP

2P2XPP＋（r－δ）PXP＋Xt＝rX.

商品価格がゼロになるとき，鉱山の価値はゼロな

ので，

X（0, Q, t）＝０ 

であり，採掘権の有効期限が時刻 Tに切れると

きには，

X（P, Q, T）＝０

となる。投資が実行される市場価格が P * である

ならば，境界条件

X（P *, Q, t）＝V（P *, Q, t）－I（P *, Q, t） 

が成立している。価値関数の平滑性から

XP（P *, Q, t）＝VP（P *, Q, t）－IP（P *, Q, t） 

も成立する必要がある。ここで，上での簡単化（パ

ラメターの定常性）の仮定を再び用いると，Xt＝

０であり，偏微分方程式は

1
2
σP
2P2XPP＋（r－δ）PXP＝rX.

という常微分方程式になる。この方程式の解は

X（P）＝A1P
β
~
1＋A2P

β
~
2

なる形式を持つ。 ここで，

β
~
1＝ 12

－ σP
2

r－δ
＋

r－δ
σP
2 σP

2－ ＋
2r1

2（ ）2 ;
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β
~
2＝ 12

－ σP
2

r－δ
－ r－δ

σP
2 σP

2－ ＋
2r1

2（ ）2
X（0）＝０だから，A2＝０である。鉱山開発の投資

額 Iが市場価格 Pに依存せず，総埋蔵量 Qにも

依存しないと仮定するならば，上の一般的な境界

条件から，

 A1（P *）β
~
1＝B4（P *）β2＋ mP*

ξ＋δ－
n
ξ＋r－I，

A1β
~
1（P *）β

~
1－1＝B4 β2（P *）β2－1＋ m

ξ＋δ

がこのケースの具体的な境界条件となる。この境

界条件から，係数 A1 の値，および投資を実行す

るときの臨界価格 P * が定まる。係数 A1 を消去す

ると，

（β
~
1－β2）B4（P *）β2＋（β

~
1－１）

mP*
ξ＋δ

　　　　　　　－β
~
1（

n
ξ＋r＋ I）＝０ 

なる臨界市場価格を定める関係式を得ることがで

きる。このように決定される P * が鉱山開発の実

行時期を定める閾値となる。鉱物商品の市場価格

がこの閾値 P * を超えた瞬間に投資が実行に移さ

れる。この閾値の特徴を分析するためには，上の

関係式を P * に関して解析的に解くことが望まし

い。しかし，一般的に P * の解析解を求めること

はできないので，数値解析が必要である。

11．事例６：多段階多重複合リアル・オ
プションズ

　ここでは，異なる種類のリアル・オプションズ

が何段階にも渡ってシーケンシャルに連続してい

る，より複雑な事例を取り上げる。Paddock, et. 

al.（1988）や Cortazar, et al（2001）が考察した鉱物

資源鉱区の開発事例では，鉱物資源生産のための

投資プロジェクトは，大きく分けて３種類の投資

プロジェクト，つまり埋蔵量や品質に関わる技術

的調査を行なう探索投資，鉱区から資源を掘削す

るために必要な工場設備等を構築・設置するため

の建設投資，そして，実際に工場を稼動するため

の操業投資から構成されている。これらの多数の

連続した投資がすべて成功裏に完了して始めて，

投資からの収益が生まれる。この事例では，投資

家が直面する不確実性としては，未開発鉱区で予

想される資源の埋蔵量に関するリスク，および，

生産された資源の市場価格に関するリスクが主と

して明示的にモデルに導入されている。探索投資

は埋蔵量に関わるリスクと開発活動に関わる技術

的リスクを消滅するために行なわれる。この探索

投資が完了した段階では，埋蔵量と開発費用に関

わる地学的・技術的なリスクは死滅し，埋蔵量は

確定し，開発費用の積算はリスクなしで確定でき

ると想定されている。それゆえ，探索投資が終了

した後に直面するリスクは資源の市場価格リスク

だけとなる40。

　Hsu and Scwartz（2003）で分析された製薬企業

におけるR&D投資の事例では，投資プロジェク

トは３段階の意思決定ノードから構成されてい

る。第１段階では，これから行なおうとしている

新製品開発のための投資プロジェクトを実行すべ

きか否かを意思決定する。当然，R&D活動の実

行に必要とされる総費用と新製品の販売から得ら

れる予想収益とを比較して，この新製品開発プロ

ジェクトを開始すべきか否かを意思決定する。

R&D投資は，二つのフェーズから構成されてい

る。第１フェーズでは，新製品開発のための基礎

的なR&D活動が行なわれ，製品化可能かどうか

の研究がなされる。第１フェーズが完了すると，

パテント獲得のためのの申請が行なわれ，第２

フェーズに移行するか否かの意思決定が行なわれ

る。R&Dの第２フェーズでは，新製品の商業生

産の可能性，新製品の治験実験，およびパイロッ
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ト生産の実験が行なわれる。R&Dの第２フェー

ズが完了すると，新製品の生産が商業的に可能と

判断された場合，新製品を市場に投入すべきかど

うかの意思決定が行なわれれる。新製品の生産・

販売計画が実施される場合，工場建設と広告活動

の計画，流通・販売経路の確保のための実施計画

が実行に移される。工場建設が完了すると，実際

の生産が始まり，新製品販売からの収益が得られ

る。パテントの有効期限が切れるまでの期間では，

独占的な収益を獲得できるが，パテントが消えた

後は，この製品市場は競争市場となる。

　現実の企業経営における意思決定では，複数の

リアル・オプションズを管理する資本支出予算の

問題が起こる . こうした複数種類のリアル・オプ

ションズを管理するような事態では，各リアル・

オプションが互いに相互依存する可能性の故に，

企業全体としてのリアル・オプションズの総価値

が各リアル・オプションの価値を単純に合計した

値には必ずしも一致しない。このことがひいては，

コーポレート・ファイナンスにおける企業戦略論，

資本予算論における柔軟性の問題として重要な研

究課題となる41。Trigeorgis（1993）は，経営戦略

の柔軟性を複合リアル・オプションズの集合体と

して表現して，各リアル・オプション間における

相互依存性を分析している。経営政策上でよく直

面する各投資オプション，例えば，投資の延期オ

プション，工場建設からの撤退オプション，工場

規模の縮小オプション，工場の拡大オプション，

工場の他用途への変更オプションなどから成るリ

アル・オプションズの連鎖・集合体を取り上げ，

リアル・オプションズの総価値が各リアル・オプ

ションの価値を単純に合計した値には必ずしも一

致しないこと，つまり各リアル・オプションが互

いに相互依存している事実を数値計算を用いて示

している。

12．終わりに

　本稿では，市場構造が独占的あるいは完全競争

的であることを想定していたので，寡占市場の特

徴である各企業の意思決定間に見られる相互依存

関係を無視してきた。各企業のリアル・オプショ

ンズが戦略的に相互依存する場合，ゲーム論的な

枠組みが必要となる。生産物市場が寡占的な市場

である場合，今までのモデル分析では重視されな

かった論点が登場する。すなわち，投資時期を先

送りしたときには，ライバル企業が当該市場にお

ける利潤機会を奪ってしまう可能性が生じる。産

業組織論でよく知られている通り，不可逆的な投

資にコミットすることが，ライバル企業が参入し

て得ようとする利潤機会を前もって先制的に確保

して，ライバル企業の参入を阻止する戦略となり

うる。また，新製品開発や製造効率改善を目指し

たR&D投資プロジェクトに見られるように，最

初に初期投資を実施した企業は，他企業に比較し

て，より多くの将来的成長機会の可能性を入手で

きる。投資が戦略的な先制権の確保や成長オプ

ションとなるような場合には，投資を遅らせるこ

とが投資オプションの価値を引き下げる効果をも

つ。このようなメカニズムが働くケースにおいて

は，単純なリアル・オプション・モデルの結論は

修正される必要があるので，どのように修正され

るのかを理解するための研究が要請されることに

なる。Lambrecht and Perraudin（2003）は，先取

りの可能性を持つ複占モデルを用いて，投資時期

を決定する利潤の臨界値が，いわゆるNPVルー

ルで定める臨界値と単純なリアル・オプションモ

デルで計算される臨界値の間に位置することを示

した。Weeds（2002）は，成功の可能性をポアッソ

ン過程で定式化したモデルで，パテントを獲得す
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るための R&D競争投資を分析している。このモ

デルでは，R&D投資のオプション価値を引き下

げるような作用が必ずしも優越的になるとは限ら

ないことが示されている。寡占市場における企業

間の戦略的な相互依存関係の下でのリアル・オプ

ションズ・モデル分析に関しては，別稿において

詳細に考察することにする。

Appendix

　Ωを確率事象のすべてを含む全体集合とする。

Ωのすべての部分集合から構成される集合族 F

が以下の３条件

⒤ 0∈ F

ⅱ F∈ F ならば，F c∈ F（F cは Fの補集合），

ⅲ A1, A2, A3,…∈ Fならば，A＝ ∞
i＝１Ai∈ F,

を満たすとき，FをΩ上の σ代数という。F上に

定義された確率を Pとするとき，確率空間（Ω, F, 

P）を考えることができる。Sを分離可能な完備

距離空間，例えば，S＝Rnとする。ある関数 xが

Ωから空間 Sへの写像であり，σ代数族 Fに関し

て可測であると同時に，Sのボレル集合族 B（S）

に関しても可測であるならば，関数 xは確率ベク

トルの定義を満たす。すべての開集合 U∈ Sに

対して， （ω∈Ω; x（ω）∈ U）∈ Fが成立するとき，

関数 xは Fに関して可測であるという。Sのすべ

ての開部分集合からなる σ代数族をボレル集合族

という。確率過程 ξは，パラメター集合 Tに属す

る時刻 tに対して確率ベクトル ξ（t, ·）を対応さ

せるものである。時刻の集合 Tは通常１次元実

数空間 R1 の部分集合である。ここでは，時刻の

集合 Tは実数のコンパクトな区間とし，［t0, t1］

あるいは［0, T］と表現する。こうして，確率過

程 ξ＝ ξ（·, ·）は直積集合 T×Ωから集合 Sへの

写像となっている。集合 Sは確率過程の状態空間

と呼ばれている。ξ（·, ω）がΩのほとんどすべて

の点 ωに対して T上で連続ならば，確率過程 ξ

は連続な確率過程と言われる。T上の関数 ξ（·, ω）

は確率過程 ξのサンプル関数（経路）と言われる。

したがって，確率過程の連続性はサンプル関数の

連続性を含意する。

　パラメター集合 Tの任意な各時刻，s0 ＜ s1 ＜

s2 ＜…＜ smに対して，確率ベクトル

ξ（s0）, ξ（s1）－ξ（s0）,…, ξ（sm）－ ξ（sm－1）

が独立であるならば，確率過程 ξは独立な増分

（independent increments）を持つという。独立

増分を持つ定型的な確率過程の一つはブラウン運

動である。以下にブラウン運動の定義を示す。

定義A.1（ブラウン運動）

以下の条件を満たす１次元確率過程 wをブラウ

ン運動という。

⑴　 ほとんどすべての ω∈Ωに対して，w（t0）＝

０である。

⑵　wは定常的な独立増分を持つ。

⑶　 増分 w（t）－w（s）は，任意の t, s∈ Tに対して，

平均値ゼロ，分散 σ2 | t－s | を持つ正規分布と

なる。

⑷　 ほとんどすべての ω∈Ωに対して，サンプ

ル経路 w（t）は時間に関して連続である。

　この定義は，Lipster and Shiryayev（1977）に

よる。ブラウン運動（Brownian motion）は別名ウ

イーナー過程（Wiener process）とも言われる。厳

密に言うと，ウイーナー過程とブラウン運動の定

義は微妙に異なっているが，Levy の定理によっ

てこれらは等価な確率過程であることが証明でき

る。詳しくは，Lipster and Shiryayev（1977）を

参照してください。上記の条件で，σは正の定数

である。σ＝１のとき，標準ブラウン運動という。

良く知られているように，ブラウン運動はマー
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ティンゲールである。つまり，

E［w（t）|F（s）］＝w（s）, ０ ≤ s ≤ t

が成り立つ。ただし，F（s）はブラウン運動のフィ

ルトレーション（時刻 sまでに実現されたブラウ

ン運動のサンプル経路から生成される σ代数）で

ある。E［·|F（s）］は F（s）のもとでの条件付期待

値オペレータである。確率過程｛x｝の二次変分

（quadratic variation）は

〈x, x〉（t, ω）＝lim
∆tk→0
∑

tk t
|x（tk＋1, ω）－x（tk, ω）|2, 

 in Probability　

と定義される。ただし，０＝t1 ＜ t2 ＜ t3 ＜…＜ tn

＝t, Δtk＝tk＋1－tk, k＝1, 2, …, n－１である。厳密

な定義については，Chung and Williams（1990），

Karatzas and Shreve（1991）あ る い は Protter

（1990）などを参照してください。この定義から，

ブラウン運動の２次変分は

〈w, w〉（t）＝σ2t

となるので，直感的には

dw（t）dw（t）＝σ2dt 

と表現される。ブラウン運動の２次変分がゼロに

ならない性質が確率計算上で重要な帰結をもたら

す。さらに，ブラウン運動のサンプル関数は連続

であるが，微分可能ではない。この微分不可能性

は，ブラウン運動を含めて確率過程を微分方程式

で表現しようとするとき，特異な問題を発生させ

る。伊藤清を含めた数学者たちがこの問題を解決

するための概念および解析手法を開発してきた。

φ（t）, t ≥ 0 をフィルトレーション F（t）に適合し

た関数（F（t）に関して可測な関数）とし，

E #
0

T

φ（t）2dt＜∞ 

が成立するとする。ただし，Tは確率過程の終端

時刻とする。このとき，

I（t）＝ #
0

t

φ（u）dw（u） 

と表現される確率積分が定義できる。通常，伊藤

清氏によって提案された定義が使用されている。

状態空間で長さ１を 2n等分に分割するような部

分集合 Ak＝［
k
2n , k＋1

2n ）, k＝0, 1, 2,…を考える。ここ

で，nは自然数とする。特性関数 1Ak
は集合 Ak上

で１をとり，それ以外ではゼロとなる関数である。

関数φが

φ（t, ω）＝∑
j 0

ej（ω）1Aj
（t）

と表現できるとしよう。このとき，φは単純関数

といわれる。tk＝k2－nとおくと，この関数は

φ（t, ω）＝∑
j 0

ej（ω）1［tj, tj＋1）（t）

と書き直すことができる。単純関数φに対して確

率積分を

I（t）＝ #
0

t

φ（u）dw（u）

＝∑
j 0

ej（ω）［w（tj＋1, ω）－w（tj, ω）］

と定義する . ただし，tk ≤ t のとき tk＝k2－n，tk＞ t

のとき tk＝tとする . この積分を伊藤確率積分とい

う。確率積分は単純関数の極限となりうるすべて

の関数に対して定義できる。簡単に言えば，ブラ

ウン運動のフィルトレーション F（t）に適合する，

有界で可測な関数の関数族に属するすべての関数

に対して，確率積分を定義することができる。確

率積分は以下の性質を持つ。 

定理A.1

関数 fは T× Ω上で可測で，F（t）に関して可測で

あり， E #
0

T

φ（t）2dt＜∞であるとする。このとき， 

⑴　 #
0

t

f（u）dw（u）は時間 tに関して連続である。

⑵　 #
0

t

f（u）dw（u）は F（t）に関して可測である。
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⑶　 #
0

t

f（u）dw（u）はマーティンゲールである。

⑷　 E #
0

t

f（u）dw（u）＝0, 

E（ #
0

t

f（u）dw（u））2＝E #
0

t

f 2（u）du.

⑸　〈 #
0

t

f（u）dw（u）, #0
t

f（u）dw（u）〉（t）＝ #
0

t

f 2（u）du. 

確率積分の厳密な定義およびその性質に関して

は，Øksendal（1985），Chung and Williams（1990）

あるいは Protter（1990）を参照してください。

注

１　1980 年代までは，確率過程論の大学院学生向け
の代表的なテキストはDoob（1953），Karlin and 
Taylor（1975, 81）および Liptser and Shiryayav（1977）
などであった。1980 年代以降，ファイナンス理論
の進展と平行して，ブラウン運動と確率微分方程式
を主として取り扱う確率過程論の専門書が多く登場
することになる。その代表的なテキストはChung 
and Williams（1983），Karatzas and Shreve（1988），
Øksendal（1985），Protter（1990）などであり，これ
らのテキストは改訂を何度も行いつつ重版を重ねて
いる。また，Duffi  e（1992），Musiela and Rutkows-
ki（1997）およびKaratzas and Shreve（1998）など，
幾何ブラウン運動と確率微分方程式を基礎とした連
続時間数理ファイナンスの代表的なテキストが登場
して，ファイナンス理論を専攻する学生の必読書と
なってきた。
２　Karatzas and Shreve（1991）などの確率過程論の
テキストを十全に理解することは，ルベーグ測度論
に熟知した研究者でない限り，非常に難しいと思わ
れる。なお，数学的な背景としてルベーグ測度論な
どの基礎知識を前提としていない代表的なテキスト
として，Neftci（2000）および Shreve（2004）などが
あるので，それらを参考にすると良い。
３　関数 ψ（t, x）は直積集合 T×S上で定義される。こ
の関数の偏微分 ψt, ψx, ψxxが T×S上で連続ならば，
関数 ψは関数族 C1, 2 に属するという。
４　確率微分方程式の解が存在するための条件につい
ては，Karatzas and Shreve（1991）の第５章を参照
してください。
５　ここで用いた定義は，Karlin and Taylor（1981）
による。
６　生成作用素（infi nitesimal generator）の定義とそ
の性質についての詳細は，Øksendal（2005）の第７

章を参照してください。Øksendal（2005）では，生
成作用素は A（t）Ψ＝limh→ 0＋［（EtxΨ（t＋h）－x）/h］
と定義されている
７　伊藤拡散過程における生成作用素の具体的計算過
程の詳細については，Øksendal（2005）の第７章あ
るいはKarlin and Taylor（1981）の第 15 章を参照し
てください。
８　Dynkin の公式およびファインマン -カッツ公式
については，Karatzas and Shreve（1991）や Øksen-
dal（2005）などを参照してください。
９　Radon-Nikodymの定理の証明については，Roy-
den（1968）などのルベーグ測度論のテキストを参照
してください。
10　この定理は確率過程論の大学院生向けテキスト
Karatzas and Shreve（1991）や Øksendal（2005）など
では証明が厳密に展開されている。Shreve（2004）
には分かりやすい証明が載っている。
11　1960 年代にブラウン運動を資産価格評価問題に
導入したのは Samuelson であり，1960 年代末から
70 年代初期に彼の学生であったMerton がサミュ
エルソンのモデルを一般化した。Black と Scholes
（1973）はサミュエルソンとマートンが定式化した
モデルの延長線上で，オプション価格決定問題を議
論した。この定理を最初に報告した論文はBlack-
Scholes（1973）であるが，その後，Merton（1973b）
はこの結論を一般化している。この意味で，この公
式はBlack-Scholes-Merton の公式とも呼ばれてい
る。詳しくは，Merton（1990）を参照してください。
12　期待値の具体的な計算過程の詳細については，
Shreve（2004）の第５章を参照してください。
13　配当金が支払われる場合の公式はMerton
（1973b）で与えられているが，簡単な導出過程に
ついては，Shreve（2004）の第５章で展開されてい
る計算過程を参照してください。
14　穀物商品や鉱物商品のコンビニエンス・イールド
に関する詳しい説明は，Brennan and Schwartz
（1985）を参照してください。
15　費用 C（t）の予想に不確実性が伴うケースで，請
求権の現在価値 Hを導出することは省略する。不
確実性が伴うケースに対して現在価値 Hの挙動を
支配するBlack-Scholes-Merton の偏微分方程式を
導出する詳細については，McDonald and Siegel
（1985）を参照してください。
16　この手法はBrennan and Schwartz（1985）が最初
に用いた方法であり，その後，Dixit and Pindyck
（1994）などの研究で多用されている。
17　ここで，生産費用は時間に依存せず，不確実性を
伴わないと仮定している。
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18　ここでは，工場の稼動可能な期間が無限大である
ことを仮定しているが，稼動可能な期間が有限時間
Tであるケースについても同様に議論できる。
19　コーシー問題の解（Black-Scholes-Merton の偏微
分方程式の解）が確率過程 Sの連続関数で，微分可
能でなければならないという条件はKaratzas and 
Shreve（1991）の定理 4. 4. 9 を参照して下さい。
20　Dixit and Pindyck（1994, Chapter 6）は，r＝δ＝
0.04, C＝10 と与えて，標準偏差 σS＝0, 0.02, 0.4 のそ
れぞれに対して，具体的な計算結果をグラフに描い
ている。
21　具体的な計算過程については，Dixit（1989）を参
照してください。
22　完全競争市場を想定する場合，収益関数の価格弾
力性が異なるだけで，結論の定性的な特徴は変化し
ない。
23　コンビニエンス・イールドをどのように定義すべ
きかという議論は残る。通常，コンビニエンス・イー
ルドは，当該資産が実際に生み出す収益率の期待値
と，当該資産のリスクと同一リスクを持つ金融資産
の均衡収益率の期待値（CAPMより計算される）
との差異として定義されている。ここでは，δ1＝r
＋λσXρXM－αX, δ2＝r＋λσKρKM－αKとしている。λはリ
スクの市場価格である。
24　Vが時間 tに依存しないので，時間パラメターは
省略している。
25　条件 δ1 ＞０が成立していると仮定した。
26　詳しくは，MacDonald and Siegel（1986）および
Dixit and Pindyck（1994）を参照してください。投
資の閾値 x－が大きくなることが投資の実行時期を先
送りすることを含意するか否かについては，議論の
あるところである。こうした議論に関しては，
Sakar（2000），Gryglewicz et al（2008），Wong（2007）
など参照してください。
27　Abel（1983）, Abel and Eberly（1994）, and Cabal-
lero and Pindyck（1996）では，ν＝１が仮定されて
いる。Abel and Eberly（1996，1999）のモデルでは，
ν＜１および πの一時同次性が仮定されている。
Caballero（1991）は ν＞１を仮定している。
28　詳細な分析はMashiyama（2009）を参照してくだ
さい。
29　この定式化は，Pindyck（1993）が提案した投資費
用に関する不確実性を表現するモデルであり，その
後，多くの研究者によって活用されてきた。
30　技術的不確実性 dwに関するリスクは分散化可能
なので，期待収益率に何の影響も与えない。
31　R&D投資行動を取り扱った伝統的な研究文献
は，Loury（1979），Lee and Wilde（1980），Reinga-

num（1983），Dasgupta and Stiglitz（1986），Dixit
（1986）などに代表される。
32　ちなみに，Loury（1979），Dasgupta and Stiglitx
（1980），Dixit（1986）のモデルでは，I＝０と仮定
され，λ＝λ（CF）と仮定されている。Lee and Wilde
（1980）と Reinganum（1983）のモデルでは，λ＝λ（I）
と仮定されている。
33　この定式化はGrossman and Shapiro（1986）のモ
デルを一般化した形式となっている。
34　このモデルは最初に Pyndick（1993）によって提案
され，後に，R&D投資の分析において，Meng（2008），
Miltersen and Schwartz（2004）および Schwartz（2004）
などにより適用されている。
35　上で定式化したすべてのケースに対する分析は未
だ完成していない。幾つかの複雑なケースに対する
分析については，例えば，Miltersen and Schwartz
（2004）や Schwartz（2004）などを参照してください。
36　金融資産を対象とする複合オプションの評価方法
に関しては，Carr（1988），Geske（1979）および
Margrave（1978）などの研究でオプション価格の評
価公式が与えられている。Trigeorgis（1996）の第６
章で，２段階複合オプションズの価格付けに対する
より一般的な公式が導出されている。
37　撤退する場合，鉱山の諸施設を中古市場で売却す
ることもできる。ここでは，売却収益と撤退費用の
差額がゼロであると仮定している。
38　埋蔵量に関する技術的経済的不確実性を明示的に
モデルに導入した事例に関しては，Cortazar, et. 
al.（2001）を参照してください。
39　費用関数が生産量の凸関数であれば，最適な生産
量が存在する。この場合，解析解を得ることは困難
である。Brennan and Schwartz（1985）が示したよ
うに，費用関数が２次関数のときには，生産量は２
段階で切り換えられる。
40　Paddock, et. al.（1988）の研究では，市場価格の不
確実性だけが取り扱われているが，Cortazar, et al
（2001）は市場価格のリスクおよび地学的・技術的
なリスクの両方をモデルに導入している。
41　Trigeorgis（1996） お よ び Smit and Trigeorgis
（2004）は，企業経営における柔軟性の問題をリアル・
オプションの相互依存関係から理解することの重要
性を指摘し，コーポレート・ファイナンスにおける
資本支出予算問題をリアル・オプションズ・アプロー
チから再構成している。
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