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1．本稿の概要

　ここ最近，スケールフリーネットワーク（scale-

free networks）がさまざまな分野で研究される

ようになってきた。しかし，スケールフリーネッ

トワークの定義はあいまいで，各分野によっても

さまざまである。こうした状況において多くの研

究で共通している数少ない特徴の 1つは，ノード

のリンク数とその順序の関係がべき法則（Power 

Law）に従うことである。べき法則関係（または，

スケーリング（Scaling）関係）とは，y1 ≥ y2 ≥ …
≥ ynを満たす有限列（y1，y2，…，yn）に対して，

　　k＝ cyk
－α

　　　k：size rank（大きさの順位）

　　　c：定数

　　　α：テールランク

が成り立つことを意味する。ここで，左辺に yk

が生じる頻度（size frequency）を用いる場合も

あるが，本稿では，詳細な模擬実験を行い適切な

理由を与えている Li et al. （2005）に従い，大き

さの順位を用いることにする。そして，この性質

をもつネットワークを SFネットワークと記すこ

とにする。

　さて，前述の Li et al. （2005）は，スケーリン

グ関係にある頂点次数の有限列，すなわち SF

ネットワークは高い多様性（平均的ネットワーク

からの乖離が極めて大きくなる）をもつことを実

際に模擬実験で示し，ネットワークを識別するた

めの新たな基準量 s- 値を提案した。確かに s-値

はグラフ（木）のノード間の接続状態を表現する

のに有効であるが，最大の s-値を与えるグラフ

（木）でもなお多様性をもつことが示される。ま

た，提案したアルゴリズムおよび各命題には反例

を挙げることができる。本稿ではこれらの問題点

を指摘したうえで修正し，SFネットワークを評

価するためには複数の基準量を用いることが有効

であることを示す。ここで提案する基準量は SF

ネットワークに限らず，より一般的な単純無向連

結グラフにも適用可能である。よって 3章以降で

は，単純無向連結グラフ（特に木が中心となる）

を想定して議論する。

　なお，本稿では必ずしも厳密に使い分ける訳で

はないが，一般的なネットワークを考えるときは，

「ノード（node）」と「リンク（link）」を用い，

グラフ理論上でそれらを扱うときはそれぞれ「頂
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点（vertex）」と「辺（edge）」と記すことにする。

2．SF ネットワークの背景

　ここでは，頂点数 nのグラフの次数列 d1 ≥ d2 ≥…
≥ dnに対して，k＝cdk

－α（1 ≤ k ≤ ns ≤ n：nsは

スケーリングの範囲を決定）が成り立つとき，

スケーリング次数列と呼ぶ。そして，この次数列

をもつグラフはスケーリング次数分布すると呼

ぶ。Li et al. （2005）は，各文献に見られる SFネッ

トワークの主な特徴として，以下の 6点を指摘し

ている。

（1）　 SF ネットワークは，スケーリング次数分布

する。

（2）　 SF ネットワークは，ランダムプロセスに

よって生成される。

（3）　 SF ネットワークは，高次数のハブがその

ネットワークにおいて特徴的役割を果たす。

（4）　 SF ネットワークは，ランダムな次数維持の

ためのリンク換えが行われる。

（5）　 SF ネットワークは，自己類似的（self-simi-

lar）である。

（6）　 SF ネットワークは，ドメイン特有の細部に

依存しない。

　ところが，各文献では，上記特徴の互いの関係

が不明瞭であり，また SFネットワークが満たす

べき特徴が不明瞭である。すなわち，Li et al. 

（2005）によれば，特徴の（1）と（2）が多くの文献

において SFネットワークを定義する共通条件と

なっているが，SFネットワークにおける数学的

形式化の曖昧さおよび本質的性質に対する曖昧さ

のため，ネットワークにとって “scale-free” であ

ることの意味が混乱して使われており，SFネッ

トワークとして特徴（1）のみを満たせば，他の特

徴も導かれるという議論の誤りを指摘している。

Li et al. （2005）の論文で特筆すべきは詳細な模

擬実験の実施であるが，その 1例を挙げると以下

のようになる。次数列，ノード数およびリンク数

のすべてが同一のスケーリングネットワークとし

て，HSFnet （Hierarchical Scale-Free Network：

上記特徴のすべてをもち，SFネットワークの標

準であり，最高次数のノードがネットワークの中

心にある）とHOTnet（Heuristically Optimal To-

pology Network：特徴（1）のみをもち，ネットワー

クの縁に次数の高いノードがあり，現実のイン

ターネットに近い）を人工的に作り，模擬実験で

その性能を比較している。その結果，上記 2つの

ネットワークは，ネットワークの 1つのパフォー

マンスを測定する基準（最大スループット）にお

いて，大きく異なることを導き，スケーリング次

数分布するグラフ（特徴（1）のみを満たすグラフ）

は，上記の他の特徴を併せ持つグラフと同値では

ないことを示している。すなわち，標準的 SFネッ

トワークは，現実のインターネットとはかなり異

なる特徴をもつ。また、インターネットがもつ最

も基本的な特徴さえもたないと言える。

3．Li の理論とその問題点

　ここでは，Li et al. （2005）の提案する理論を

概観し，その上でその問題点を指摘する。

　Li et al. （2005）は，２章で述べた問題点を解

決するために，同一のスケーリング次数列，ノー

ド数およびリンク数を持ったネットワーク同士を

特徴づけるための定量的な基準量を提案した。そ

こで，その基準量 s-metric を示すために，以下

のように記号を定義する（使用する記号は出来る

限り Li et al. （2005）に従うことにする）。

　 を単純無向連結グラフとし，その頂点集合を

V（頂点数 n＝|V|），その辺集合を Eとする。また，
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任意の頂点 iに対して，その次数を diで表し，

の次数列をD＝（d1，d2，…，dn）（d1 ≥ d2 ≥ …
≥ dnとする），頂点 i，jに対して，（i，j）を辺

とする。そして G（D）を同じ次数列 Dをもつ単

純無向連結グラフの集合とする。このとき，Li 

et al. （2005）は次のような基準量 s（ ）（ の s-

値ともいう）を与えている。

　　 G（D）に属す任意のグラフ に対して，s（ ）

をΣ（i, j）∈ iE jd d として定義する。

　基準量 s（ ）は，グラフ がハブのようなコア

をもつ程度を表し，高次数のノード同士が接続す

るほど大きくなる（Li et al. （2005））。また，こ

の基準が適用できるグラフは，スケーリング次数

グラフに限らず一般的グラフにも適用できるの

で，断わりのない限り単純無向連結グラフを対象

として議論する（理論の提案においては，さらに

限定して木を対象とする）。

　Li et al. （2005）は s（ ）の有効性を，人工的

に作成した 5つの代表的 SFネットワーク（前述

のHSFnet およびHOTnet を含む）を用いて次

のように示している。ただし、これらのネットワー

クは，次数列，ノード数およびリンク数のすべて

が同一であるとする。

　G（D）における最大の s（ ）を smaxとして，

グラフのパフォーマンス perf（ ）と s（ ）/smax

の関係を見ると，5つの SFネットワークは平面

上で大きく異なる分布を呈している。多くの文献

は，スケーリング次数のみで他のスケーリンググ

ラフの特徴をも包含すると主張しているが，この

関係はそれを否定するものである。また，この関

係は，s（ ）がスケーリング次数分布するグラフ

を識別するうえで，有効な基準量となることを示

している。すなわち，高次数のノード同士の接続

の程度を測定する基準 s（ ）から，SFグラフの

特徴をかなり明らかにできると考えられる。この

点において，最大の s（ ）をもつ基準となるグラ

フの特徴を導くことは重要である。

　さて本稿の目的の 1つは，Li et al. （2005）の

提案した命題の改善と拡張にあるので，以降の議

論においては，対象とする単純無向連結グラフ

を木とする。そして，グラフの頂点次数列 D＝
（d1，d2，…，dn）に対して，Σ d  =2（n－1）i i が

成り立つことを前提条件とする。このとき，次数

列を満たす木が存在することが保証される。ここ

で，Li et al. （2005）の提案したアルゴリズムお

よび命題（主たる結果は，命題 4.2 と命題 4.4）

の問題点を指摘すると以下のようになる。

　与えられた次数列 Dに対して，s（ ）が最大に

なるようなグラフ（木）を Tmaxとする。このとき，

（1）  アルゴリズムによって生成される木が，

Tmaxになることが適切に示されていない。

　   　その証明では，局所的な最適性を示してい

るに過ぎない。なお，類似問題として最小全

域木問題（Minimum Spanning Tree Prob-

lem）があり，Kruskal のアルゴリズムや

Prim のアルゴリズムが知られている（Korte 

and Vygen （2005））が，これらは頂点次数

の大きさという制約条件がないので，その証

明方法は利用できない。

（2）  アルゴリズムによる生成木は，命題 4.2 の

（b），（c），（d）を満たすとは限らない。

　   　図 2（後述）にその反例を示す。なお，Li 

et al. （2005）の命題 4.2 の（a），（b），（c），（d）

に関しては，本稿の命題 3を参照されたい

（T *
maxを Tmaxにすればよい）。

（3）  アルゴリズムによる生成木が命題 4.2 を満た

しても，命題 4.4 を満たすとは限らない。

　   　図 4（後述）にその反例を示す。なお，Li 

et al. （2005）の命題 4.4 に関しては，本稿の

命題 7を参照されたい（T *
maxを Tmaxにすれ
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ばよい）。

（4） Tmaxの多様性を考慮していない。

　   後述するように Tmaxには多様性がある。

　そこで本稿では，次章以降これらの問題を検討

および修正していく。

4．理論の改善

　まず平面上における木 Tの描画として，木の

最大次数の頂点の 1つを根 rとして最上レベル 0

（l0 と記す）に置き，rから下方に向けて距離が

1にある頂点の位置をレベル 1（l1），距離が 2に

ある頂点の位置をレベル 2（l2），…とする。そし

て，各 liにおける頂点の集合を Liとする。また，

頂点 uから下方に向けて頂点 vに至る道が存在

するとき，uは vの上流にある，または vは uの

下流にあるという。T上の任意の頂点 vに対して，

vおよびそれより下流にあるすべての頂点からな

る部分木をT̃vと記す。

　さらに議論をしやすくするために，本稿では新

たに次のような定義を追加する。

定義 1（平面上における木の頂点の位置づけ）

　平面上の木 Tに対して，その l1 において頂点

を左端から右端に次数の大きいものから並べる。

同様に，任意の頂点 vの下流の隣接点は，次数の

大きい順に左から並べる。また，任意の頂点 uと

vが同じレベルで左からこの順に並ぶとき，それ

ぞれの下流の任意の隣接点 αと βは，αが βより

左になるようにする（このような位置づけによっ

て得られる木は元の木と同型である）。

　また頂点の位置を数字で表すために，根 rを 1

とし，次に l1 の左端から 2，3，…として，以降

各レベルにおいて左端から右端に進みながら番号

を順次与え，すぐ下のレベルに進んで同様に番号

をつけていく。

定義 2（部分木間の交換）

　木 T上の任意の頂点 uと vに対して，部分木

T̃uと T̃vが共有点をもたないとき，T̃uと T̃vは交

換できる（すなわち，頂点 uと vの各上流の隣

接点は固定して T̃uと T̃vを交換する。変換後に

おいて，各頂点の次数の大きさは変わらない）。

これを部分木間の交換と呼ぶ。

定義 3（次数が満たされていない頂点）

　頂点の次数が dであるが，アルゴリズムの過

程において，接続された辺の本数が d未満の頂

点を次数が満たされていない（辺を接続する余裕

をもつ）頂点と呼ぶ。

　まず，次数列 Dに対応する Tmaxに関する基本

的性質を示す。これは，Li et al. （2005）が指摘

していない特徴であるが，それ以降の命題に関

わってくる基本命題である。

命題 1

　木 Tmax上の根から葉（木の端点）にいたる任

意の道に対して，根を始点として順に並ぶ頂点の

次数の大きさは非増加列をなす。

　証明

　主張の結論を否定して背理法で示す。

　根から葉にいたるある道 Pは m個の頂点をも

つとする。そして、これらの頂点の次数を大きい

方から並べたとき，d1 ≥ d2 ≥ … ≥ dmとする（こ

こでは，dの添え字は頂点ではなく，大きさの順

位を表す）。ここで，d1 は根の次数であり，その

頂点は Pの始点となり，dmは葉の次数（すなわ

ち 1）であり，その頂点は Pの終点となる。この

とき，ある i（ ≥ 1）に対して，以下のような jが

存在すると仮定する。

　根を始点とする P上の頂点の次数列は左から

順に，d1 から diまでは添え字が 1ずつ増加し，

そのすぐ後の次数 djにおいて，j＞ i＋ 1とする。
ただし，次数例において次数が同じ大きさなら添
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え字の小さい次数をより左に置くようにする（一

般性は失われない）。

　このとき，dj＜ di＋1 が成り立つ。また，di＋1

の直前にある頂点次数を dkとすれば，k＞ i＋ 1
であり，dk＜ di＋1 となる（前述の次数の位置の

条件より等しくはなり得ない）。すなわち，Pの

頂点の次数列は（d1，…，di，dj，…，dk，di＋1，

…，dm）であり，隣接する項同士の積の総和を

s（P）とすると，次のようになる。

　　s（P）＝  d1 d2 ＋…＋ di－1di＋ di dj＋…＋
dk di＋1 ＋…＋ dl dm

　ただし，Pの任意の辺に対して，始点側の頂点

次数を duとし，終点側の頂点次数を dvとすると，

dudvの順に積をとる。

　ここで，各次数を単なる数とみなし，次のよう

に考える。

　s（P）の和をなす各項の左側にある項から数列

Lを，右側にある項から数列 R0 を次のように構

成する。

　L＝（d1，…，di－1，di，…，dk，…，dm－1）

においては，添え字が 1ずつ増加するように並べ，

R0 ＝（d2，…，di，dj，…，di＋1，…，ds）に

おいては，Lにおける同じ順番の項との積が s（P）

にあるようにする。すなわち，Lと R0 の同じ順

番にある各項同士の積の和をとれば，s（P）にな

る。そこで，S0 ＝ s（P）とし，R0 において，dj

と di＋1 を交換して得られる数列を R1 として，L

と R1 の同じ順番にある各項同士の積の総和を S1
とすれば，S1 － S0 は次のようになる。

　　S1 － S0 ＝ di di＋1 ＋ dk dj－（di dj＋ dk di＋1）

　　　　　 ＝（di－dk）（di＋1－dj）＞ 0
　これは，di＋1＞ djであり，di ≥ di＋1 ＞ dkが

成り立つことによる。

　そして R1 に対して，大きさが同じ項があれば

添え字の小さい方をより左に置くようにする。こ

のとき，R1 において，di＋1 のすぐ後の項 dtの添

え字が t＞ i＋ 2となるならば，上と同様の手続
きを行い，Lと R2 から得られる総和を S2 とすれ

ば，S2 ≥ S1 となる（R1 内の di＋2 と積をなす L

内の項を dkとすると，di＋1 ≥ dkで等号を含むが，

展開に影響はない）。よって，S2 ＞ S0 である。こ

うした一連の手続きを繰り返すと，R0 から R' ＝
（d2，…，di，di＋1，…，dm）を得る（添え字

が 1ずつ増加）。Lと R' の同じ順番にある各項同
士の積の総和を S' とすれば S' ＞ S0 である。

　上述のことから，Tmaxを元にしてより s-値の

大きい木を構成できる。以下，それを示す。

　Lと R′に対応する道を P' とすると，その頂点
の次数列は d1 ≥ d2 ≥ … ≥ dmである。また，P

と P上の任意の頂点 v（両端点以外）のみを共有

する Tmaxの最大頂点数の部分木を Tvと記す。

このとき，P上の頂点 uと vに対して，Tuと Tv

を交換しても，その s-値である s（Tu）と s（Tv）

は変わらない（ただし，uと vの次数は Tmax上

での次数として s-値を算出）。よって，この操作

を繰り返して Pを P' に変換し，P' を含む木を T'
とすると，s（T' ）－ s（Tmax）＝ S' － S0 ＞ 0 とな
り，Tmaxより s-値の大きい木 T' が得られ，矛盾
する。　□

　この逆は成り立たない。図 1にその反例を示す。

　さて，Tmaxは Li et al. （2005）の命題 4.2 の（a）

を満たすが，（b），（c），（d）を満たすとは限ら

ない。すなわち図 2のように反例を示すことがで

きる。この例では，dr＝ 7，du＝ 6，dv＝ 5に

対して，T̃uと T̃vにおいて命題をみたさない。

　そこで，（b），（c），（d）を満たす Tmaxを構成

するために，次のような命題を用意する。ここで

は定義 1と定義 2を適用している。

命題 2

　任意の Tmaxに対して，T1 ＝ Tmaxとする。こ
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のとき，任意の kに対して，頂点の位置づけに従

う Tk－1 から，部分木の交換を通して s-値を変え

ずに，次のような頂点の位置づけに従う Tkを構

成できる。

　Tkにおいて，1から i番目の頂点までの集合を

Viとする（1 ≤ i ≤ k）。このとき，

　　∀u∈Vi . ∀v∈V＼ Vi . du ≥ dv

である。

　証明

　k＝1のとき，明らかに主張は成り立つ。

　k－1に対して主張が成り立つと仮定する。す

なわち，Tk－1 は最大の s-値をもち，∀u∈Vi .  

∀v∈V ＼ Vi . du ≥ dv （1 ≤ i ≤ k－1）である。
また，Tk－1 は頂点の位置づけに従う。そこで，

Tk－1 の k番目の頂点を α （∈V ＼ Vk－1）とし，

そのレベルを j（すなわち，lj）とする。

　任意の β∈V ＼ Vk－1 に対して，dα ≥ dβなら

ば，Vk＝ Vk－1 ∪｛ α｝とし，αを Tkにおける k

番目の頂点とする。

　そうでないときは，β∈V ＼ Vk－1 かつ dα＜ dβ
であるような頂点のうちで，最大次数の頂点を β

とする。αの上流の隣接点を u，βのそれを vと

すると，u∈Vk－1 かつ u∈Lj－1 である。また，明

らかに βは αの上流にはなく，かつ命題 1から

⇒

Tmax

r r

図 1　命題 1の逆が成り立たない例
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Tv˜
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図 2　Li の生成木が命題 4.2 を満たさない例
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下流にもない。このとき，du＝dvとなる（u≠v）。

その理由は以下による。

　du＞ dvならば，Tk－1 が最大の s-値をもつこ

とに反する。というのは，部分木 T̃αと T̃βは共

有点をもたないので部分木の交換ができ，それに

よって得られる木は，Tk－1 より大きな s-値をも

つからである。つまり，s-値の変化分が

du dβ＋dv dα－（du dα＋dv dβ）

＝（du－dv）（dβ－dα）＞ 0となることによる。
　du＜ dvならば，v∈Vk－1 であり（v∈V ＼Vk－1

ならば，u∈Vk－1 だから帰納法の仮定に矛盾），

v∈Lj－1 となる。また，レベル j－1において，v

は uより左にある。一方，βはレベル jにあり（v

∈Lj－1 だから），αより右にあるので，Tk－1 の頂

点の位置づけに反する。

　そこで，T̃αと T̃βを交換して頂点の位置づけを

行い，Vk＝Vk－1∪｛ β｝とし，βを Tkにおける k

番目の頂点とする。

　以上いずれの場合も，∀u∈Vi . ∀v∈V ＼ Vi . 
du ≥ dv （1 ≤ i ≤ k）であり，Tkの s-値は Tk－1

と同じである。よって kに対して主張が成り立つ。

□

　上記の変換を繰り返して最終的に構成される木

を T *
maxと記す。命題 2から導かれることは，

T *
maxは各レベルにおいて，左端の頂点から右に

進むにつれて次数が小さくなり，レベル i－1の

頂点の最小次数は，レベル iの頂点の最大次数以

上となることである。また，与えられた次数列に

対応する木が存在すれば，その木の個数は有限な

ので Tmaxが存在し，常に T *
maxは存在する。そ

こで，Li et al. （2005）の提案した主たる命題の 1

つを以下のように修正できる。

命題 3

　与えられた次数列に対応する T *
maxがあるとす

る。このとき，du＞ dvであるような任意の頂点

uと vに対して，以下が成り立つ。

（a） vは uの上流にくることはない。

（b）  T̃vの頂点の個数は T̃uの頂点の個数以下であ

る。

（c）  T̃uの頂点の次数列を大きい方から順に並べ

ると，T̃vの頂点を同様に並べたときに比べ

て，T̃uの各頂点の次数の大きさは対応する

頂点のそれ以上である。

（d） s（T̃u）＞ s（T̃v）

　証明

（a）　命題 1より明らか。

（b）,（c）,（d） T *
maxは頂点の位置づけに従うとす

る。vが uの下流にあるときは明らかに（b），（c），

（d）が成り立つ。vが uの下流にないとき，す

なわち，uは vより上のレベル，または uと vは

同レベルで uは vより左にある場合を考えれば

よい（T̃uと T̃vは頂点を共有しない）。uと vの

各レベルより i（ ≥ 0）だけ下流のレベルをそれぞ
れ lu（i），lv（i）とする。そこで，lv（i）にある各

頂点を lu（i）にあるその次数以上の頂点に，左端

から順に 1対 1で対応づけられることを示せばよ

い（lu（i）にある頂点は余ってもかまわない）。

そのために，lv（i）および lu（i）にあるすべての

頂点を上流の隣接点を共有する組に分けて，lv（i）

にある左の組から順に対応づけすることを考え

る。i＝0のとき，uと vの位置より明らかに主張

は成り立つ。i－1のとき，lv（i－1）にある左か
ら j番目の組の各頂点が，lu（i－1）にある左から
j番目の組のその次数以上の頂点に左端から順に

1対 1で対応づけられると仮定する（ jは任意）。

いま，lv（i－1）の頂点 tが lu（i－1）の頂点 sに

対応するとする。このとき，dt ≤ dsおよび各レ

ベルにある頂点の位置関係から，tの下流の各隣

接点を sの下流のその次数以上の隣接点に，左端

から順に 1対 1で対応づけられる。よって，iの
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場合も主張は成り立つ。このことから，（b），（c），

（d）が成り立つ。　□

　しかし，図 3に示すように，命題 3の（b），（c），

（d）を満たす Tmaxは T *
maxに限定されない。よっ

て，（b），（c），（d）を満たす Tmaxを T'maxと記

すことにする。

　さて，Li et al. （2005）の提案する Tmax生成の

ためのアルゴリズムは，すべての Tmaxを生成す

るとは限らない。しかし，このように Tmaxは多

様性をもつので，すべての Tmaxを生成するよう

なアルゴリズムが要求されよう。その修正アルゴ

リズムを次のように提案する。

［修正アルゴリズム］

　その段階において生成されたすべての木からな

る集合を A（最初の段階では，A＝｛ r｝）とし，
すべての頂点の集合 Vから Aに含まれるすべて

の頂点を除いた集合を Bとする。そして，Aの

任意の木 Tに対して，次数が満たされていない

すべての最大次数の頂点を u1，…，uiとする。

このとき，Bの最大次数の頂点の１つを vとし，

Tにそれぞれの辺（u1，v），…，（ui，v）を接続

した木（1つの Tに対して，i本の生成木）を T

と入れ替えて Aに加える。また，Bから vを除

いた集合を新たに Bとする。そして，Bが空に

なるまで同様の手順を繰り返す。（この手続きで，

Dに従う木が生成されることは３章の前提条件

より明らか。）

　Li et al. （2005）の提案したアルゴリズムとの

違いは，「１個の最大次数の頂点」ではなく，「す

べての最大次数の頂点 u1，…，ui」をとること

にある。次に，以下の簡単な命題を導いて，この

修正アルゴリズムの適切さを示す。

命題 4

　修正アルゴリズムの任意の段階において，生成

される任意の 2つの木を Tと T ' とする。それぞ
れの木において，次数が満たされていない頂点の

次数を大きさの順に並べて，d1 ＞ d2 ＞…＞ dlお

よび d '1 ＞ d '2 ＞…＞ d 'mとし，各空き次数分の
総和を Δ1，Δ2，…，Δlおよび Δ'1，Δ'2，…，
Δ'mとする。このとき，V（T）＝ V（T ' ）である。
また，l＝mであり，任意の i（1 ≤ i ≤ l）に対して，

di＝d'i および Δi＝Δ'iである。

　証明

　修正アルゴリズムの第 1段階では明らかに主張

は成り立つ。修正アルゴリズムの第 k－1段階に

おいて，Tと T ' に対して主張が成り立つと仮定
する。第 k段階における修正アルゴリズムの手続

きにより，Tの頂点 αが選択され，T ' の頂点 β

u

v

r

Tv˜

Tu˜

図 3　命題 3⒝，⒞，⒟を満たすTmax（＝/ T *max）の例
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が選択され，v∈ Bが選択されるとすると，dα＝

dβ＝d1 であり，Tと T ' にそれぞれ辺（α，v）と（β，
v）が追加される。よって，第 k段階においても

主張が成り立つ。　□

　そこで以下の命題を提案する。頂点の番号は定

義１による。

命題 5

　修正アルゴリズムは Tmaxのみを生成し，任意

の Tmaxは修正アルゴリズムによって生成される。

　証明

　まず，T *
maxは修正アルゴリズムによって生成

されることを示す。T *
maxは最大次数の頂点の１

つを根にするので，これは修正アルゴリズムの最

初の結果と一致する。そこで，頂点の位置づけに

従う T *
maxにおいて，k－1番目の頂点まで修正ア

ルゴリズムによる頂点選択と辺接続の結果の 1つ

と一致すると仮定する。この木の k番目の頂点 α

（レベル i）に対して，その上流の隣接点を u（レ

ベル i－1）とする。このとき，∀v∈V ＼ Vk－1. 
dα ≥ dvである。uと同じレベルでその左側にあ

る頂点のうち，Vk－1 に属す頂点との接続で次数

が満たされていない頂点があれば，αと同じレベ

ルの右側の頂点が接続していることになり，頂点

の位置づけの方法に反する。よって，uは Vk－1

において αが接続できる最大次数の頂点，すな

わち，命題４より，Aに含まれる頂点において次

数が満たされていない最大次数の頂点となる。こ

のとき修正アルゴリズムに従えば，T *
maxの k番

目の頂点 αが uに接続することは，修正アルゴ

リズムによる頂点選択と辺接続の結果の 1つと一

致する。

　次に，修正アルゴリズムによって生成される木

は Tmax（すなわち，s-値が同じ）であることを示

す。命題 4により，各段階で修正アルゴリズムに

よって生成されるすべての木は，同じ s-値をも

つ。T *
maxは修正アルゴリズムによって生成され

るので，最終的にアルゴリズムによって生成され

る木の s-値はすべて等しい。

　逆に，任意の Tmaxは修正アルゴリズムによっ

て生成されることを示す。そこで，T1＝Tmaxお

よび Tm＝T *
maxとして，T1 から Tmに命題 2に

従って変換されるとする。このとき，kに関する

帰納法を逆にたどって示す。Tmは前述の結果か

ら，修正アルゴリズムによって生成される。そこ

で，Tkが修正アルゴリズムによって生成される

と仮定し，頂点の位置づけを適用する。このとき，

Tk－1 の部分木の交換を通して Tkが得られる場合

を考えればよい。命題 2の証明と同じ記号を使う

と，Tk－1 の部分木 Tαと Tβを交換することで Tk

が得られるから，両者の違いは，Tk－1 では頂点

αと uおよび βと vが接続し，一方，Tkでは α

と vおよび βと uが接続している点だけである。

よってアルゴリズムで Tkを生成するときに，v∈

Aを選択して α∈Bと接続し，u∈Aを選択して

β∈Bと接続する過程があることになる。du＝dv

だから，アルゴリズムの手続きに従えば，αと u

および βと vが接続する過程もあるほずである。

よって，Tk－1 も修正アルゴリズムによって生成

されることになる。　□

　また，Tmaxの多様性に関して次のような命題

を導くことができる。

命題 6

　次数 2以上の同じ次数が存在しない次数列に対

して，木が存在するとき，Tmaxはただ 1つである。

　証明

　命題 2の証明方法に従えば，任意の Tmaxは部

分木の交換をせずに，T *
maxに変換できるので，

Tmaxそのものが T *
maxである。　□

　この命題によれば，次数列における同じ次数（2

以上）の頂点の存在が，Tmaxの多様性をもたら

˜ ˜
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すと言える。

5．基準量の新たな提案

　Li et al. （2005）はネットワーク評価のもう１

つの基準量として，以下のような基準量を用いて

いる。すなわち，グラフの頂点集合を V＝｛1，2，

…，n｝としたとき，頂点 vがグラフにおいて中

心となる程度（例えば，ネットワークにおける交

通量の要所）を定量的に表した中心性（between-

ness centrality）と呼ばれる Cb（v）である。こ

の基準量はよく利用されており（Caldarelli 

2007），次のように定義される。

　　

　ここで，σstは頂点 sと tの間の最短道の個数，

σst（v）は頂点 vを通る sと tの間の最短道の個数

を表す。グラフが木の場合，任意の 2つの頂点を

結ぶ道は 1つなので，∑s＜t∈V σst＝n（n－1）/2

であり，σst（v）は 0または 1をとる。

　ところが，Li et al. （2005）のアルゴリズムに

よる生成木がその命題 4.2 を満たしても，命題 4.4

を満たすとは限らない。図 4に反例を示すと，こ

の木の場合（dr＝10，du＝9，dv＝8），Cb（u）＜

Cb（v）となる。そこでまず，Li et al. （2005）の

命題 4.4 を次のように修正する。

命題 7

　与えられた次数列に対応する T *
maxがあるとす

る。このとき，du＞ dvであるような任意の頂点

uと vに対して，Cb（u）＞ Cb（v）である。

　証明

　まず，頂点が位置づけられた T *
max上で，uが

vの上流にないとき，すなわち，uは vより上の

レベル，または uと vは同レベルで uは vより

左にある場合を考える。uから vに至る道におい

て，uに隣接する頂点を s，vに隣接する頂点を t

とすると，これらは T *
max上で，それぞれ uと v

の上流にある。さらに T *
max上で uの下流の隣接

点を左から α1，…，αk（k＝du－1）とし，vの下

流の隣接点を左から β1，…，βl（l＝dv－1）とする。

そこで，T *
maxから uと vを除いたとき α1，…，

αkのそれぞれを含む連結成分（部分木）の頂点

数をそれぞれ a1，…，akとし，β1，…，βlのそ

れぞれを含む連結成分の頂点数をそれぞれ b1，

（v）＝ΣCb
σs＜t∈V st（v）

Σ σs＜t∈V st

l0

l1

l2

l3

l10

l51

v u

r

……

. . . . . .. . . . . .

…
…

…

……

Tv˜ Tu˜

図 4　 Li の命題 4.2 を満たすが命題 4.4 を満たさない例
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…，blとする。また，sを含む連結成分（tも含む）

の 頂 点 数 を cと す る。 こ の と き，dα1 ≥ …
≥ dαk

≥ dβ1 ≥ … ≥ dβl
である。よって，命題 3

の（b）から，a1 ≥ … ≥ ak ≥ b1 ≥ … ≥ blである

（この場合，T *
max上で各頂点の位置関係が決まっ

ているので，次数の大小関係に等号があっても結

論が成り立つ）。このことから，

（u）

＝

（n－1）
2

Σ
Cbn

i＜j
i

k
a ja ＋（a （b ＋…＋a ＋…＋b＋c＋1） ）

＜
1 1k l

（v）

＝

（n－1）
2

Σ
Cbn

i＜j
i

l
b jb ＋（b （a ＋…＋b ＋…＋a＋c＋1） ）

＜
1 1l k

よって，以下が成り立つ。

Σ
i＜j k＜ i＜j＜

ia ja Σ
l i＜k i＜l

ib jb－ Σ Σia ib－＋（c＋1） ＞0（ ）

（u）－Cb

＝

（v））（（n－1）
2 Cbn

　uが vの上流にある場合も，ほぼ同様にできる。

□

　命題 7から T *
maxでは，根 rまたはそれと同次

数の頂点において，Cb（v）が最大になることが

わかる。一方，一般的な Tmaxの場合，次の恒等

式から評価できる。すなわち，根 rに接続する木

が k本あるとして，それぞれの木の頂点数を xi

（1 ≤ i ≤ k）とする。このとき，∑i xi＝n－1だ
から，以下を得る。

 　　

（1）

式（1）の導出：

　定義より，　　　　　　　　　　　　である。

ここで，

　　

となるから，この結果を定義に代入すればよい。

　したがって，Cb（v）を最大にするような頂点 v

は次数が大きく，その頂点に接続する各部分木の

頂点数ができる限り等しくなるような点である。

よって，必ずしも最大次数の頂点ではない。また，

T *
maxの Cb（r）は，任意の Tmaxのそれと比べて

最大になるとは限らないので，Cb（r）を基準量

とするのはやや妥当性に欠ける。そこで，別の基

準量を与えるために以下の命題を提案する。

命題 8

（a）  T *
maxの根から葉までの距離の最大値は，任

意の木のそれ以下である。

（b）  T *
maxの根からすべての頂点に至る距離の平

均値は，任意の木のそれ以下である。

　証明

（a）　頂点の位置づけに従う任意の木 Tに対し

て，fiをレベル iの頂点の個数（i ≥ 1）とし，f0
＝1 とする。niをレベル iの左端の頂点の番号

（i ≥ 1）とし，n0＝1 とする。さらに，d（ j）を

頂点番号 jの次数（ j ≥ 2）とし，d（1）＝d（n0）＝
f1 とする。このとき，

　　ni＝ f0＋f1＋…＋fi－1＋n0＝ni－1＋ fi－1
であり，また，

　　fi＝（d（ni－1）－1）＋（d（ni－1＋1）－1）＋…
　　　 ＋（d（ni－1）－1）
である。よって，

Σ
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i
k
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　　n1＝2，ni＝2＋d（1）＋　　　（d（ j）－1）

（i ≥ 2）となる。
　ここで，T *

maxの niを n*iとおき，d（ j）を d *（ j）

とおき，fiを f *iとおく。Tは任意の固定した木で

ある。そこで，n *i ≥ niを示す。ただし，iの範囲

は，n *i＋1＝n＋1を満たす最小の iを im（すなわち，

T *
maxの１番下のレベル）としたとき，0 ≤ i ≤ im
である。iが 0および 1のときは，明らかに成り

立つ。i ≥ 2 のとき，n *i－1 ≥ ni－1 を仮定する。こ

こで，任意の j（1 ≤ j ≤ n）に対して，d *（1）＋
…＋ d *（ j）≥ d（1）＋…＋d（ j）が成り立つ。

d *（1）＝ d（1）だから，

　　

となり，n *i ≥ niを得る。よって，0 ≤ i ≤ imに

おいて，ni ≤ nなので，Tの 1番下のレベルはレ

ベル im以下にあり，（a）が成り立つ。

（b）　T *
maxにおいて，j番目の頂点がレベル iに

あるとする。よって，j ≥ n *iである。jと iを固

定し，ある木 Tに対して，j番目の頂点がレベル

iより上にあるとするならば，j＜ niとなる。（a）

の議論によれば，n *i ≥ niであるから，この仮定

は矛盾する。よって任意の Tでは，j番目の頂点

がレベル i以下となり，（b）が成り立つ。　□

　 命題 7の検討結果および命題 8から Tmaxを

特徴づける基準量は，Cb（v）よりも根から葉ま

での距離の最大値および根からすべての頂点に至

る距離の平均値の方が適切であろう。したがって，

s-値とこれらの基準量の組み合わせで Tmaxをよ

り正確に特徴づけられると考えられる。

　一方，最小の s-値を持つ木 Tminについても考

えておくと，次のような概算からその特徴がある

程度導かれる。木 Tminの根から葉（端点）にい

たる任意の道に対して，隣接する 4つの頂点次数

が単調増加すなわち di＜di＋1＜di＋2＜di＋3 ，あ

るいは単調減少すなわち di＞di＋1＞di＋2＞di＋3

することはない。このことから，Tminにおいては，

次数の高い頂点と次数の低い頂点が隣接する傾向

が強いと予想される。

6．課題

　本稿では木を対象としたが，より一般的な，す

なわち閉路を持つグラフに対する理論の拡張が必

要である。
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